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Inequacoes

Jodo Nuno Tavares*, Angela Geraldo!
*Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
'CMUP/ Universidade do Porto

Uma inequacao em R a uma incognita é uma desigualdade que contem uma variavel
real. Assim, da-se o nome de inequagao a uma desigualdade a qual nao se pode atribuir
um valor de verdade (dizer se é verdadeira ou falsa), porque o seu valor de verdade
depende do valor numérico que for atribuido a variavel.
Sao exemplos de inequacdes: 2x+3>10, 8-z 11 e -2a%+3 < 7a, onde x,z,a< R.
Resolver uma inequacao é determinar os conjuntos ou os intervalos de valores que se

podem atribuir a variavel de modo a tornar a desigualdade verdadeira.

InequagGes de 12 grau

-3
FIGURA 1. A fungdo y = 2 — =

tem imagem inferior ou igual a y = 5 a partir do ponto P, ou seja para valores de

X maiores ou iguais a -3.

A resolugio de inequacgdes do 19grau comporta os mesmos desafios e os mesmos pro-
cedimentos que a resolucdo de equagdes do 12grau. Assim, o objetivo principal da reso-
lucdo de inequacdes do 1°grau sera isolar a incdgnita num dos membros, ou seja, obter
X>...,, X<.., X .. 0UX ... Na resolucdo destas inequagdes podemos utilizar as propriedades
das desigualdades de forma a ndo modificar o seu valor de verdade. Para isso, podemos
transformar a desigualdade por adigao, subtragdo, multiplicacao e divisdo por um nimero
positivo como fazemos na resolucdo de equagdes. No caso da multiplicagdo ou divisdo
por um numero negativo, existe uma diferenga essencial relativamente as equacgdes, pois
no caso das inequacdes sera necessario alterar o sentido da desigualdade para manter o

mesmo valor de verdade.
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Qualquer inequacao do 1%grau, pode ser reduzida, através das operacdes referidas ante-

riormente, a uma das quatro formas seguintes:
ax<b, ax>b, ax<b ou ax>b
podendo a ser positivo ou negativo mas nunca nulo.

Exemplos
-3

x
Como resolver a equagdo 2 — 5 < 5?

2_1’—3

<5hs4—-zz+3<10& <3 x>-3

Logo o conjunto-solugdo desta inequagao é [-3,+oo[, ver esquema FIGURA 1.

Inequagoes de 22 grau
Uma inequacao do 22grau (ou inequacao quadratica) € uma inequagdo em que a incdgnita

toma grau dois num dos termos. Ou seja, é uma inequacgao do tipo
ar’ +br+¢<0

em que o sinal da desigualdade pode ser >,<,< ou > eonde a # 0.
Para a resolugdo de uma inequagao quadratica precisamos de calcular as solugdes da
equacao az? + bx + ¢ = 0. Esse célculo é feito através da férmula resolvente para

equacgdes do 2%grau.

. —b++vb? —4ac

2a

Seja A = b> — 4ac o discriminante. Temos trés casos:

Se A = 0 aequacado tem apenas uma solucdo x=-b/2a;

Se A > 0 aequacdo apresenta duas solugdes reais distintas (consideremos essas
solugdes x, e X,, X, < X,);

Por fim, se A < 0 a equag&o ndo tem solugdes reais.

Consideremos a inequagao quadratica do tipo az? + bx 4+ ¢ < 0 (os outros casos po-
dem ser estudados da mesma forma).
Quando A < 0, ou seja, quando a equagido az? + bx + ¢ = 0 ndo tem solugdes reais,

entdo temos dois casos:

Se a>0 a inequagdo nao tem solugdes reais;
Se a<0 a inequacao é vélida para = € R.
No caso em que A = ( temos que:
Se a>0 a inequagdo tem apenas uma solugao real;
Se a<0 a inequacao é valida para x € R.
Finalmente se A > 0 temos que:
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Se a>0 a inequacéo é valida no intervalo [x,,x,];
- Sea<0ainequagdo é vélidaem |—00, 1] U [, +00].

A <0Oea>0

X — 00 +o00

ax’tbx+c | + | + | +

A <0Qea<0

X — 00 +o0
ax*+bx+c| - | - | -
A =0ea>0

X -0 | -b/2a | +o
ax?+bx+c | + 0 +
A =0ea<0

X -oo | -b/2a | +
ax*+bx+c | - 0 -
A >0ea>0

X o | X, X, +o0
ax?+bx+c | + [0 |- 0| +
A > 0ea<0

X —oo X1 X2 +o00
ax*+bx+c| - |0 |+ 0| -

FIGURA 2. A fungdo quadratica -x?+6x+3 é maior ou igual a zero para valores de x compreendidos entre 3-2/3 e
3+2 /3 inclusivé.

Exemplos
Como resolver a inequacgéo (x+3)2 > 2x+6?
Comegamos por simplificar a inequagdo: x2+6x+9 > 2x2+6 <> -x2+6x+3 0.
0 passo seguinte é determinar as solugdes da equagdo -x?+6x+3=0. Através da formula

resolvente obtemos,
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—6++/g2—4x(—1)x3
T = \/g 5 ( ) @x:3—2\/§\/x:3+2\/§

Organizando a informagdo num quadro de sinal,

x -~ [3-21/3 3+24/3 | +ee

-X2+6x+3 | - 0 + 0 -

A inequacdo -x?+6x+3 0 é assim valida no intervalo [3-2 V/3,3+2 \/g]. ver FIGURA 2.

Inequacoes com fungdes racionais

FIGURA 3. As duas retas tomam valores com sinais contrarios (valores cuja divisdo é negativa) para valores de x infe-

. —16 .
riores a —— e superiores a -3
3

Por simplicidade vamos apenas considerar inequagoes do tipo

p ()
q(x)

<0

onde p e q s&o polindmios de grau 1 ou 2 (a desigualdade pode ser =, > ou <).
Na resolucgéo deste tipo de inequagdes com fungdes racionais existe mais um fator a ter
em conta que é o facto do denominador nunca se poder anular.

Vejamos o seguinte exemplo:

2 —1
T+ 3

<5

Neste exemplo, temos de garantir que o valor que anula o denominador ndo aparece
como solugado da inequacgao, ou seja, que x+3=0 <> x=-3.
Resolvendo a inequagao temos entao que,
20 — 1 20 —1 -5z —15 -3z — 16

-5<0& <0 ——<0.
r+3 - r+3 - r+3 =
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Considerando o quadro de sinal seguinte, temos que:

X -oo | -16/3 -3 +oo
-3x-16 + 0 |- - -
x+3 - - - 0 +
(-3x-16)/(x+3) | - 0 | + | ndodefinido | -

-3z
Logo, a inequagao 13 < 0 é valida no intervalo |—o0, —16/3] U |—3, 400,
ver FIGURA 3.

Exemplos

(x=5)(z+1)
22 -2z +1

Para resolver esta inequagao basta conhecermos os valores que anulam cada um dos

Como resolver a inequagao < 0?

fatores do numerador, que sdo x=5 e x=-1 respectivamente, e os valores que anulam o
denominador. Através da férmula resolvente para equagées do 22 grau descobrimos que o
denominador desta inequacgao se anula em x=1. Este valor, x=1, ndo podera fazer parte do
conjunto ou intervalo de valores que sdo solugdo desta inequacgao pois é o valor que anula
o denominador.

Organizando esta informagdo num quadro de sinais temos entéo que:

X -oo | -1 1 5 | +oeo
X-5 i it i +
x+1 - 0 |+ + |+ |+
x2-2x+1 + |+ |+ |0 |+ +
(x-5)(x+1)/(x2-2x+1) |+ [0 |- |nd |- +

Concluimos entdo que o conjunto-solugéo da inequagdo é |—1,1[ U |1, 5].

Inequagdes com moédulo

FIGURA 4. Caso em que c>0.

Consideremos a inequacéo |x-al <c. Qual serd o significado desta inequacgao?
Ora, Ix-al representa a distancia entre os pontos x e a, em R. Portanto, a inequacéo
Ix-al <c representa os pontos x que estdo a uma distancia de a inferior ou igual a c.
Se c¢<0 a inequacao é impossivel, uma vez que ndo existem distancias negativas,
isto é Ix-al >0;
Se ¢=0, a inequacio Ix-al <0 tem uma Unica solucao quando x=a;
Jasec>0, Ix-al<c e -c<x-a<lca-c<x<a+c.
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FIGURA 5. Os objetos da fungao mddulo representada tém imagem inferior a 4 para valores de x entre -3 e 5, exclusivé.

Consideremos entdo a inequagdo Ix-1l<4. Esta condi¢do representa os pontos x€ R
cuja distancia ao ponto 1 é inferior a 4. Resolvemos este tipo de inequagdes da seguinte

forma:

lr—1ll<der—1<4Ahz—1>—-4der<5Azr>-3

Logo a inequac3o é valida no intervalo ]-3,5[, ver FIGURA 5.

Consideremos agora a inequacéo |x+5| >2. A condicdo representa o conjunto dos pon-
tos x (em R) cuja distancia ao ponto -5 é superior ou igual a 2. Resolvemos este tipo de
inequacdes da seguinte forma:

lt+5|>2<2x+5>2Vae+5<-2& > -3Ve<-T.

Neste caso, o intervalo que ¢ solugdo desta inequagéo é |—o0o, —7| U [—3, +00].

Considerando a inequagao [x-2|2-|x| <0 temos dois casos a considerar. Se x>0, a inequa-
cao fica na forma |x-2/2-x <0, enquanto que se x<0 a inequacéo fica na forma Ix-22+x <0.
Ora entao,

Temos que se x>0,

lz—2-2<0e®—de+d-2<0e2’-524+4<0e (z—1)(z—4) <
lel1<zr<4

Para o caso em que x<0,
]m—2\2+x§0<:>x2—4x—|—4+;v§0<:>m2—3m—|—4§O<:>x6R.

Portanto, o intervalo que é solucdo desta inequacéo é [1,4].
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