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FIGURA 1.

Adicao de dois angulos
Consideremos um circulo trigonométrico e sejam « e (3 dois &ngulos positivos de vér-

tice no centro O do circulo. Por simplicidade vamos considerar o caso em que a soma
Ve Tr e
« + 3 é menor do que irad. Os outros casos tratam-se de forma analoga, recorrendo a

relacdes trigonométricas.

Os lados extremidades dos dngulos « e (3 intersectam a circunferéncia em dois pontos,
denominados P e Q). respetivamente. Por esses dois pontos, tracamos dois segmentos
de reta perpendiculares a O A, [PM] e [(QN], respectivamente (FIGURA 1). Por () tra-
cemos um segmento de reta [QR] perpendicular a OP e por R tracemos um segmento
de reta [H R] paralelo a OA e um segmento de reta [R.S] perpendicular a OA (ver
figura 1).

Obtemos assim trés triangulos retangulos [O PM], [ORS] e [HQR)] que sdo seme-
Lhantes.

Como se trata de um circulo cujo raio tem uma unidade, as definigées de seno e cosseno
de um angulo agudo permitem-nos estabelecer as seguintes relacdes:
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sin a = PM;cos « = OM;sin 8 = QR;cos 3 = OR
sin (¢ +8) =QN = QH + RS;cos (o« +3) =0ON =0S — HR

0 facto de [ORS] e [O P M] serem tridngulos semelhantes permite estabelecer a se-

guinte igualdade

que, atendendo as relacdes estabelecidas anteriormente é equivalente a

RS _ [0k} _cos f3

sin « CoS « 1

Daqui resulta que, RS = sin o cos 3 e OS = cos a cos 3 .
Atendendo ao facto de [HQR] e [O P M| também serem tridngulos semelhantes po-

demos da mesma forma estabelecer a seguinte igualdade
HR QH QR
PM  OM OP

que, usando as relagdes estabelecidas anteriormente para o seno e cosseno dos angulos

é equivalente a

HiR_QiH_sinﬁ

sin « Cos « 1

Daqui resulta que, H R = sin o sin f e QH = cos « sin f3-
Deduzimos entéao, das igualdades e relagoes estabelecidas anteriormente, que:

sin ( + B8) = sin « cos B+sin Bcos « | cos (o + B) = cos a cos B—sin « sin 3

Sabemos ainda que, para todo o angulo o+ 3 com cos(a+ ) #0 se tem
sin (o +
tan (Oé + 5) — M
cos (o + B)
Dividindo ambos os termos da fragdo por cos v cos B (cos a # 0ecos B #0) a

igualdade anterior é equivalente a:

tana + tanf

t ==~
an (@ + 8) 1 — tana tang

Uma outra prova da férmula do seno da soma
A demostracao seguinte deve-se a Volker Priebe e Edgar A. Ramos “Proof without Words:
The Sine of a Sum”; Mathematics Magazine, Vol. 73, No. 5 (Dec., 2000), p. 392. A figura fala

por si:

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2017.076 | margo de 2017 2


http://doi.org/10.24927/rce2017.076

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Mas eis algumas indicagdes:
Os dois rectangulos tém a mesma largura e o mesmo comprimento (e portanto a mesma
area). Porqué?

O quadrilatero azul claro contido no rectangulo da esquerda é um paralelogramo. Por-
qué? A 4rea desse paralelogramo é igual a sin (a + 3). Porqué?

A drea do paralelogramo azul claro contido no rectangulo da esquerda é igual a soma
das areas dos dois rectangulos azul claro contidos no rectangulo da direita. Porqué? A
soma destas dreas é pois sin « cos 3 4+ cos « sin 3. Porqué?

Portanto:

sin (a + ) = sin « cos 8 + cos ( sin «

Subtracao de dois angulos

O problema da subtracdo de dois dngulos pode ser reduzido ao anterior se conside-
rarmos a diferenca o — 3 como a soma do angulo & com o angulo =B, ou seja,
sin (o — B) = sin [a + (—f)] = sin a cos (—f) + sin (=) cos « como
cos (=) = cos (B) e sin (—3) = —sin 3 temos entao que:

sin (v — ) = sin « cos 8 — sin f cos «

Da mesma forma, temos que cos (o — 8) = cos [a+ (—)] = cos a cos (—3) — sin «a sin (—f)

é entdo equivalente a:
cos (v — ) = cos [a+ (—f)] = cos a cos (—f3) — sin a sin (—f)

Sabemos ainda que, para todo o angulo o — 3 com cos(a— ) #0 se tem

sin (o — )
tan (a — ) = ——=~-
(o= B) cos (o — )
Dividindo ambos os termos da fragdo por cos v cos [3(cos a # Oecos ) #0 a

igualdade anterior é equivalente a:

tan o — tan
t —B) =
an (@ — ) 1+ tan o tan 3
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