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Angulos e
Circunferéncias

Jodo Nuno Tavares*, Angela Geraldo!
*Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
'CMUP/ Universidade do Porto

Seja C uma circunferéncia de raio > 0, centrada num ponto 0. Um angulo ao centro
€ um dos angulos formados por dois raios de C. Por exemplo o angulo AOB assinalado
no applet.

Este angulo determina, ou subentende, um arco da circunferéncia C (no exemplo, o
arco AB a vermelho).

Quando o angulo ao centro é medido em radianos, qual o comprimento do arco su-
bentendido?

Teorema: A medida (em radianos) de um angulo ao centro é igual ao comprimento do
arco subentendido, dividido pelo raio da circunferéncia.

Demonstragdo. Como o angulo de uma volta inteira (= 27 rad) subentende o peri-
metro total da circunferéncia (= 27, cm, por exemplo), entdo o angulo ao centro &

subentende um arco de comprimento a, dado pela regra de trés simples seguinte

2w & 27r
a < a

donde se conclui que

2Tro
2

a=arc AB =

=ro

medido na mesma unidade em que se mede o raio r (cm, por exemplo).

Angulo do segmento
Seja C uma circunferéncia de raio r > 0, centrada num ponto O. O 4ngulo do segmento é
um dos angulos formado por uma corda e pela tangente a C numa das extremidades dessa
corda. Por exemplo o dngulo BAC assinalado no applet. Este dngulo determina, ou suben-
tende, um arco da circunferéncia C (no exemplo, o arco AMB a vermelho).
Quando o angulo do segmento é medido em radianos, qual o comprimento do arco suben-
tendido?

Teorema: A medida (em radianos) de um angulo do segmento é igual a metade do com-
primento do arco subentendido, dividido pelo raio da circunferéncia.

Demonstragao. Seja OM o raio perpendicular a corda 4B, intersectando-a no seu ponto
médio. M é o ponto médio do arco AMB. A tangente AC a Cem 4, é perpendicular ao raio OA4.
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Portanto, os 4ngulos MOA4 e BAC tém a mesma amplitude (sdo iguais). Pelo ponto anterior,
o comprimento do arco AM é igual ao produto do raio » pela medida do angulo ao centro

MOA, em radianos. Daqui se conclui portanto que
arc AMB = 2r/BAC

onde ZBAC representa a medida (ou amplitude) do angulo ZBAC, em radianos,
arc AM B o comprimento do arco AMB, e r é o raio da circunferéncia.

Angulo inscrito
Seja B uma circunferéncia de raio 7 > 0, centrada num ponto O. Um &ngulo inscrito é o
angulo formado por duas cordas de C, que partilham um vértice comum, situado sobre
a circunferéncia. Por exemplo, o angulo BAC assinalado no applet, formado pelas duas
cordas BA e CA. Este angulo determina, ou subentende, um arco da circunferéncia C (no
exemplo, o arco BC, a vermelho).

Quando o angulo inscrito é medido em radianos, qual o comprimento do arco subenten-
dido?

Teorema: A medida (em radianos) de um &ngulo inscrito ¢ igual a metade do comprimen-
to do arco subentendido, dividido pelo raio da circunferéncia.

Demonstragdo. Consideremos a tangente 4D a circunferéncia, no ponto 4. Esta tangente
define dois 4ngulos de segmento e os respetivos arcos subentendidos - 0 &ngulo CAD, que

subentende o arco AC, a verde, e o dngulo B4D, que subentende o arco BCA. Mas (veja o
applet)

arc BC = arc BCA — arc CA
Por outro lado, pelo ponto anterior, temos que

arc BCA =2r/BAD e arc CA=2r/CAD

Portanto,

arc BC =2r (/BAD — Z/CAD) =2r Z/BAC

Angulo ex-inscrito

Seja C uma circunferéncia de raio > 0, centrada num ponto O. Um &ngulo ex-inscrito é
um angulos formado por uma corda B4 e pelo prologamento 4D de uma outra corda C4,
contigua & primeira. Por exemplo o 4ngulo o« = BAD assinalado no applet. Os lados
deste angulo determinam, ou subentendem, dois arcos da circunferéncia C (no exemplo, o
arco BA) a verde e o arco AC a cor de laranja.

Quando o angulo ex-inscrito o € medido em radianos, qual o comprimento do arco su-
bentendido?

Teorema: A medida (em radianos) de um &ngulo ex-inscrito é igual & semi-soma dos
comprimentos dos arcos subentendidos pelos seus lados, dividida pelo raio da circunfe-
réncia.

Demonstrac&o. Do applet vemos que & = -y + J . Pelo ponto anterior, sabemos que a

medida do angulo inscrito 7 é iguala a 1 . Andlogamente, a medida do angulo

2—Tarc AC

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2017.078 | margo de 2017 2


http://doi.org/10.24927/rce2017.078

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

1
inscrito § é igual a Q—arc A DB, donde se conclui que
T

1
a=v+4d= 2—(arcAC’+arcAC’)
r
como se pretendia.

Angulos cujo vértice nio pertence a circunferéncia

Vértice interior

Consideremos o angulo o = BAC', determinado por duas cordas que se intersectam

num ponto 4, interior a circunferéncia. O dngulo subentende o arco BC (a verde no applet),

e os prolongamentos dos lados de « determinam o arco DE (a castanho no applet).
Teorema: A medida (em radianos) do angulo o« = BAC é igual & semi-soma dos com-

primentos dos arcos subentendidos pelos seus lados e seus prolongamentos, dividida pelo

raio da circunferéncia.

1
Demonstrag&o. Temos que o« = 3 + -y (veja o applet). Mas v = 2—arc BC', enquan-
T

to que

1
b8 =—arc DE
2r

Somando, obtemos o que se pretende.

Vértice exterior
Consideremos o angulo &« = BAC, determinado por duas secantes 3 circunferéncia que
se intersectam num ponto 4, exterior a ela. O 4ngulo subentende dois arcos - um maior, o
arco BC (a verde no applet), e um menor, o arco DE (a azul no applet).

Teorema: A medida (em radianos) do 4ngulo @ = BAC é igual & semi-diferenca dos
comprimentos dos arcos maior e menor, subentendidos pelos seus lados, dividida pelo raio
da circunferéncia.

Demonstragdo. Temos que 3 = « + 7 (veja o applet), o que implica que b=a-— Y-
1 1
Mas 8§ = —arc BC, enquanto que v = —arc DE.
2r 2r
Subtraindo, obtemos o que se pretende, isto é

1
a=o (arc BC' — arcDE)

r

Outras situagdes com tangéncia
Usando métodos analogos aos anteriores, o leitor pode formular e demonstrar os resulta-

dos relativos as duas situagdes ilustradas nos dois applets ao lado.
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