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Resolucao de
triangulos

Jodo Nuno Tavares*, Angela Geraldo!
*Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
'CMUP/ Universidade do Porto

0 que é resolver um triangulo

Em qualquer triangulo podemos considerar como elementos principais os seus trés

lados e os trés angulos internos e todos os outros elementos como elementos secun-

darios, como por exemplo, as alturas, as medianas, o raio do circulo circunscrito, etc.
A resolucao de triangulos consiste em determinar alguns elementos do triangulo a

partir de elementos ja conhecidos. Quando se diz determinar os elementos entenda-se

determinar a medida desses elementos.

Resolucdo de triangulos retangulos
RelacGes entre os seus elementos

FIGURA 1. Tridngulo retangulo.

Considerando um tridngulo retangulo [4BC] e designemos por a, b e c os lados desse tridn-
gulo e por 4, B e C os seus angulos internos opostos a cada um dos lados, respetivamente
(FIGURA1).

Estes seis elementos do tridngulo satisfazem relagées importantes, tais como (conside-
rando 4=90°):

a*=b*+c* (Teorema de Pitagoras)

B+C=90° (4ngulos complementares)
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Pelas definicdes de seno e cosseno de um angulo agudo sabemos que B = — e
a

c )
cosB = — donde resulta que, b = a sinB e c = a cosB,
a

Como B e C s3o angulos complementares temos ainda que sinB = cosC' e que
cosB = sinC', passando as formulas anteriores a serem equivalentes a b = a cosC' e

¢ = a sinC, respetivamente.

Resolucao de triangulos retangulos

Sabemos que para definir um tridngulo precisamos conhecer trés dos seus elementos,
sendo um deles necessariamente um lado. Como estamos a considerar tridangulos retan-
gulos um dos angulos ja é conhecido, o angulo reto, por isso bastam mais dois elementos.

Existem assim quatro casos possiveis.

1%caso - Sao conhecidos a hipotenusa e um angulo agudo
Neste caso, para determinar a amplitude do 4ngulo agudo desconhecido, usamos o facto de
B ¢ C serem angulos complementares. Em seguida, usamos as férmulas b = a sinB e

¢ = a cosB para determinar o comprimento dos dois catetos.

Exemplo 1

Sabendo que a hipotenusa a=32,63cm e que o 4ngulo agudo B=34°52'8", temos entdo que:
Calculo de C': C'=90°—(34°52'8")=55°7'52"

Calculo do comprimento dos catetos:

b=asinB < b= 32,63 x sin (55°7'52") < b~ 26,77 cm

¢ =acosB & ¢ = 32,63 x cos (55°7'52") & ¢ ~ 18,65 cm

2%caso - Sdo conhecidos um cateto e um angulo agudo

Neste caso, para determinar a amplitude do angulo agudo desconhecido, usamos o facto
de B e C serem angulos complementares. Em seguida, considerando o 4ngulo oposto ao
cateto conhecido, sabemos que o seno desse angulo € igual ao quociente entre o cateto
conhecido (cateto oposto) e a hipotenusa, dai resulta que o comprimento da hipotenusa
é igual ao quociente entre o cateto e o seno desse angulo. Ou, se considerarmos o angulo
agudo cujo cateto adjacente é o cateto conhecido, sabemos que o cosseno desse angulo é
igual ao quociente entre o cateto conhecido e a hipotenusa, dai resulta que o comprimento
da hipotenusa é igual ao quociente entre o cateto e o cosseno desse angulo. Para determi-

nar o terceiro lado do tridngulo usamos o Teorema de Pitagoras.
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Exemplo 2

Conhecidos o cateto ¢=57,4 cm e 0 4ngulo agudo C=46°25' temos entdo que:
Caélculo de B: B=90°—(46°25")=43°35'
Calculo do comprimento da hipotenusa e cateto:

57,4

C
nC="ea=—20" & q~7924
S T T Gn(dee2y) T T

a? =0+ o (79,24) = b? + (57,4)% © b~ 54,63

3%caso - Sao conhecidos a hipotenusa e um cateto

Para determinarmos o comprimento do terceiro lado do tridngulo usamos diretamente o
Teorema de Pitdgoras. Conhecidos os trés lados do triangulo, utilizamos as razées trigono-
métricas para determinar a amplitude de cada um dos angulos agudos.

Exemplo 3

Conhecidos a hipotenusa a=18 cm e o cateto »=9 cm temos entdo que:
Célculo do segundo cateto utilizando o T.Pitdgoras:

=0+ =182 =9+ < c~1559 cm

Determinagdo das amplitudes dos dois dngulos agudos:

b
sinB = Pl sinB = 1% & B = sin'(0,5) = 30°C =90° - B & C =
90° — 30° = 60°

4%caso - Sao conhecidos os dois catetos

0 comprimento da hipotenusa pode ser determinado através do Teorema de Pitagoras.
Para se determinar a amplitude de cada um dos angulos agudos usamos uma das razdes

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2017.079 | margo de 2017 3


http://doi.org/10.24927/rce2017.079

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

trigonométricas.

Exemplo 3

Conhecidos o cateto »=22,6 cm e o cateto ¢=13,5 cm temos entdo que:
Célculo da hipotenusa utilizando o T.Pitdgoras:

2 _ 12 2 2 _ 2 2
a®=b"+c" = a”=(22,6)"+ (13,5)° < a ~ 26,33 cm

Determinagdo das amplitudes dos dois dngulos agudos:

b 22.6 22.6
tanB = - tanB = — B = tan~! ’ B ~ 59°8'54"C =
an c < tan 1375 = an (13’5) =

90° — B & C =90° — (5908/54”) = 30°51'6"
Resolucdo de triangulos quaisquer

Relagdes entre os seus elementos

FIGURA 2. Triangulo obliquangulo.

Considerando um tridngulo obliquangulo (sem nenhum angulo reto) [4BC] e designemos
por a, b e c os lados desse tridngulo e por 4, B e C os seus dngulos internos opostos a cada
um dos lados, respetivamente (FIGURA 2).

Os seis elementos deste tridngulo satisfazem relagdes importantes, tais como:

A+B+C=180° (soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo)
a b
sinA  sinB  sin
a? = b? 4 ¢ — 2bc cosA ou b? = a2 + ¢? — 2ac cosB ou
? = a? + b — 2ab cosC (Lei dos cossenos)

(Lei dos senos)

Resolucdo de triangulos obliquangulos
As relagdes estabelecidas anteriormente permitem resolver um tridngulo obliquangulo
conhecidos alguns dos seus elementos. Ja sabemos que para definir um triangulo precisa-
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mos conhecer trés dos seus elementos, sendo um deles necessariamente um lado. Assim

podemos considerar quatro casos.

1%caso - Sao conhecidos dois angulos e um lado

Neste caso, para determinar a amplitude do 4ngulo desconhecido usa-se o facto da soma

das amplitudes dos angulos internos de um triangulo ser 180°. Assim, considerando 4 o

angulo desconhecido temos que 4A=180°—(B+C). Para determinarmos os lados 5 e c, consi-

derando @ conhecido, usamos a lei dos senos. Aplicando esta lei temos entdo que:

b a a sinb c a a sinC
—=——%&b=
sinB sinA

; e — = — =& C= —;
sinA sinC  sinA sinA4

Exemplo 5

Sabendo que B=44°, C=76° e que ¢ = 5 cm temos entao que:
Calculo de A: A=180°—(B+C)=180"—(44°+76°)=60"
Célculodebec:

a sinB 5 x sin44°
sinA sin60° 0l ec sinA sin60°

inC' 5 X sin76°
asinC 5 x sin ~ 5.6

2%caso - Sao conhecidos dois lados e o angulo por eles formado

Considerando a e b os dois lados conhecidos e C o0 dngulo conhecido, determinamos o lado

. . 2 2 2 . . .
c através da lei dos cossenos, ¢ = a” + b” — 2ab cosC Em seguida, através da lei dos

asinC . b sinC
e sinB = .
c c

senos determinamos sin4 e sinB, sind =

Exemplo 6

Conhecidos a=11,4 cm, 5=6,2 cm e C=32° temos entao que:
Calculodec:

= a® + 0% — 2ab cosC & & = (11,4)* + (6,2)? —2 x 11,4 x 6,2 X c0s32° &

c~6,97
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Célculode 4 e B:

inC 11,4 x sin32°
sind = 2507 o gin A = % & sind ~ 0,87 & A ~ 60°27'36"
b sinC 6,2 x sin32°
sinB = -2 o in B = 222592 L GinB ~ 0,47 & B ~ 28°1'48"

6,97

3%caso - Sao conhecidos os trés lados
Conhecidos os trés lados @, b e ¢ utilizamos a lei dos cossenos para determinar cada um

dos angulos internos do tridngulo.

Exemplo 7

Sabendo que a=22 cm, b=15,7 cm e ¢=8,3 cm pela lei dos cossenos temos entao que:

a2 = b+ —2bc cosA < 222 = 15,72 4+8,32 —2x 15,7 x 8,3 cosA < cosA ~
0,65 = A ~ 130°25'48"

b2 =a® + ® — 2ac cosB < 15,7% = 222 +8,3% — 2 x 22 x 8,3 cosB < cosB ~
0,84 = B ~ 32°58'12"

& =a?+b%—2ab cosC < 8,32 =222 + 15,72 — 2 x 22 x 15,7 cosC < cosC' ~
0,96 = C ~ 16°43'12"

4°caso - Sao conhecidos dois lados do triangulo e o angulo oposto a um deles

Suponhamos que sdo conhecidos os lados a e b e o 4ngulo 4. Utilizamos a lei dos senos
para determinar o dngulo B, em seguida, usando o facto da soma dos angulos internos de
um tridngulo ser igual a 180° calculamos a amplitude de C. Por fim, determinamos o tercei-

ro lado do tridngulo, lado c, através da lei dos cossenos (como no 2°caso).

Exemplo 8

Conhecidos a=10 cm, b=4 cm e 4A=70° temos entdo que:

b 4 x $in70°
@ b = DT B~ 0,38 & B~ 22, 08° = 2204/48"
sinA  sinB 10
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C =180° — (A+ B) & C = 180° — (70° + 22,08°) & C = 87,92° = 87°55'12"
? =a?+b%—2ab cosC < ¢ =102 + 42 — 2 x 10 x 4 x c0s87,92 < ¢ ~ 10, 63
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