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Campos (Fisica)

Eduardo Lage
Universidade do Porto

ejslage@gmail.com

0 campo é um conceito fundamental em Fisica. O mais simples é o campo escalar,
i. e., a associacdo a cada ponto do espaco, e em cada instante, de um nimero, real
ou complexo, o mesmo para todos os observadores mutuamente em repouso. Sao
exemplos a temperatura ou pressdo da atmosfera terrestre, os potenciais gravitico
ou elétrico, a densidade num corpo ndao homogéneo, a fungao de onda em mecanica

quantica nao relativista, etc..

Neste artigo introdutdrio, comegaremos por apresentar um exemplo simples - a corda vi-
brante - para, depois o generalizar e apresentar algumas das suas consequéncias mais

importantes.

A corda vibrante

Considere-se um fio metélico esticado, preso nas suas extremidades, de comprimento a.
Estando esticado, cada ponto do fio estd submetido a uma tensio T, a forca que a parte
do fio a direita do ponto exerce sobre a parte a sua esquerda. E conveniente tomar o eixo
x coincidente com o fio, origem na extremidade esquerda do mesmo. Agora, definimos o
eixo y vertical, perpendicular ao anterior, com origem comum (ver FIGURA 1). O fio pode ser
afastado desta configuracao de referéncia adquirindo, entdo, uma nova configuracgo y(xt)
a qual ird evoluir no tempo. Esta fungdo é o campo escalar que iremos agora considerar
em detalhe. Para simplificar a andlise, admitimos que o afastamento é pequeno, condigéo

traduzida na relagao ‘%‘ < 1. Iremos, entdo, ignorar termos quadraticos, ou superiores,

nesta quantidade.
Cada porgao do fio tem massa e esta submetida a forgas, umas de origem interna, como

a tensao do fio, outras externas, como o seu peso ou outras forgas aplicadas.

FIGURA 1. A configuragdo da corda é definida pela ordenada y em cada ponto x e em cada instante t.
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Prestemos atenc&o a porc3o do fio cujos pontos tém abcissas em [x, x + 8x] . Apds a de-
formacao, os extremos deste intervalo adquirem ordenadas, respetivamente , y(x) e y(x+-
dx); nestas extremidades atua a tens&o do fio exercidas pelas partes adjacentes do fio mas
exteriores aquele intervalo. Essas forgas sdo tangentes ao fio em cada um dos extremos
daquele intervalo (ver FIGURA 2).

FIGURA 2. Uma porgao elementar da corda exibindo as forgas devidas a tensao.

Ora, a tangente unitaria num ponto genérico tem as componentes (1, % ), desprezan-
do-se aqui termos quadraticos nesta derivada, como foi assumido. Assim, na extremidade
direita, a forca exercida é r(l,(%)xm) , enquanto na extremidade esquerda a forgca exer-
cida é -r(l.(%)x), com o sinal negativo porque ¢ exercida pela parte a esquerda do ponto
sobre a parte a sua direita. Deste modo, a resultante destas duas forgas é (0, g—;zy)éx,
i.e., uma forga vertical dirigida para baixo (cima) onde a curvatura for negativa (positiva).
Qual a massa da porg¢ao considerada? E, evidentemente, a mesma que existia antes da
deformacéo.

Obtemos, assim, a equagao das cordas vibrantes:

J’ J’
PoEy =Ty TxD (1)

Vérios aspetos importantes devem ja ser realgados.
1°- E uma equagdo linear pelo que obedece ao principio da sobreposigo: a soma
algébrica de duas solugdes, ainda é uma soluc3o.

2° - Qualquer solugdo tem de satisfazer as condigdes fronteira:
y(0.t)=y(a;t)=0 2

Estas condigcdes correspondem aqui a exigéncia de estarem fixos os extremos da corda.

3°- A solucao fica completamente definida com as condigdes iniciais:

y(x,0)=y,(x)

(0 =0 ¥

Aqui, os segundos membros sdo supostos conhecidos para cada problema. Deve ser cla-
ro que estes dados tém de ser compativeis com as condigdes fronteira. e.g. y,(0)=y,(a)=0
e v,(0)= v,(a)=0. Notar-se-a o paralelismo com os mais habituais problemas de Mecénica
onde é necessario especificar a posicdo e velocidade iniciais para definir integralmente

uma solugao.

Um exemplo simples é o caso do peso para o qual f(x)= -pg. Em tal caso, é imediato obter

uma solucao particular, independente do tempo e obedecendo a equacio:
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2
raaxzy*pgzo

A solugdo obedecendo as condigGes fronteira é:

Y(x)=f%3(afx)x

E um arco de parabola - se ndo tivéssemos efetuado as aproximacgdes indicadas, iriamos
obter a bem conhecida catenaria da qual a parabola é uma aproximacgao para pequenos
deslocamentos. Na expressdo acima, o minimo d§ fungdo da-nos a flecha, i.e., 0 maior
deslocamento, o qual apresenta, pois, o valor % , situando-se a meio do segmento.
Como podemos somar esta solugdo a qualquer outra solugdo da eq. (1), iremos doravante
ignorar o peso, passando a estudar, inicialmente, a solugdo homogénea, i.e., paraf=0da

eg. (1) que reescreveremos sob a forma:

o’y _ ,d%
at ~ ¢ ax @)
onde:

C:\/% (5)

é uma constante com as dimensdes de uma velocidade (ndo confundir com a velocidade
da luz!).

A eq. (4) é a conhecida equac3o de onda a uma dimensio (espacial), uma das mais fun-
damentais equagdes da Fisica. Mais adiante, sera considerada a sua generalizagdo a trés

dimensdes.
A solugdo geral da eq. (4) pode escrever-se sob a forma:
y(x,t) = F(t-x/c) + G(t+x/c) (6)

como imediatamente se verifica. Cada uma das fungGes neste 2° membro sé tem um
argumento e elas sdo, para ja, completamente independentes. O significado fisico destas
funcdes é facil de ser entendido. Comegando pela funcao F, vemos que o seu argumento
t-x/c se repete em t+56t-(x+5x)/c se dx=cdt. Mesmo argumento significa que a fungdo F tem
0 mesmo valor em x+0x, no instante t+6t, que tinha em x no instante t. Quer dizer, este
valor da fungao foi transportado para a direita com a velocidade c. Assim, a fungéo F(t-x/c)
representa uma onda que se propaga para a direita com a velocidade c. Raciocinio idéntico
mostra que a fungdo G(t+x/c) representa uma onda que se propaga para a esquerda com
a mesma velocidade. Mas qual a forma analitica destas fungdes? E aqui que intervém as

condigdes fronteira (egs. 3):
y(0,t)=0 — F(t)+G(t)=0
y(at)=0 — F(t-a/c)) + G(t+a/c) =0

Estas equagdes tém de ser satisfeitas qualquer que seja t. Substituamos, entdo, na 22

equagao, t por t-a/c ; obtém-se:
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F(t-2a/c) + G(t) =0
Usando a 12 equagdo anterior, concluimos um importante resultado:
F(t-2a/c) = F(t)

Quer dizer, a fungao F é periddica no tempo com o periodo 2a/c ; o mesmo se passa com a
outra funcao porque G(t) = - F(t). Sdo, pois, fungdes trigonométricas, mas a sua expressao
mais simples apela a representagdo complexa. De facto, considere-se a fungdo e, onde
0, = %, designada por frequéncia fundamental, € um inteiro. Esta exponencial é periddica

a com o periodo indicado:
inwg(t+QTa) . Ainwot inquTa — Alhwot Ain27r  _ inwot
e =e e =8 e = e

Temos assim que F(t) pode ter a forma et multiplicada por uma constante arbitraria.
0 mesmo se passa com G(t) = - F(t)= - e"0t, Regressando a eq. (6), vemos que devemos
considerar F(t-x/c) = e"ot-¢) e G(t+x/c)= -e™olt+¢), Deste modo, construimos uma solugao:

nCUUX)

_x o (te X \
y(X,t) — emmo(t ¢ — emmo(t ¢ — _2Iemmutsen( c

que pode ser multiplicada por uma constante arbitraria na qual se pode absorver o fator
(-2i). Assim:

NWeX
C )

y(x,t) = C,e"" sen(
é solugdo qualquer que seja o inteiro n. Trés observagdes sao aqui pertinentes:

12 Vemos que n=0 esta excluido porque daria a funcdo identicamente nula.

22 A verdadeira solugdo é obtida tomando a parte real do 2° membro. Ora, mesmo que
C, seja um ndmero complexo, para ja arbitrario, as fungées com n>0 e n<0 ndo s&o li-
nearmente independentes na sua dependéncia espacial (em x). De facto, escrevendo

C. =[Cnl€™, obteriamas para a parte real da expressao acima:

ﬂO.)oX)

y(x,t) = [c.1cos(nwot + o) sen ( c

Vemos agora que trocando n por -n na fungéo anterior, obtinhamos uma fungéo que, em-
bora tendo uma parte temporal diferente, ndo é independente da anterior no que respeita
a sua dependéncia espacial.

Deste modo, concluimos que n deve ser um inteiro positivo.

32 Pelo principio da sobreposigdo, a soma algébrica de solugdes, como a encontrada
atras, ainda é solucido da eq. (4). Sendo assim, a solucdo geral daquela equacio escreve-
-se:

y(x,t) = :]O:l C.e™"sen (nwicux) (7)

recordando-se que, no fim dos calculos, deve ser tomada a parte real do 2° membro.

Finalmente, a determinacdo das constantes C_ faz-se pelas condigdes iniciais (egs 3).

Para isso, usa-se a ortogonalidade das fungdes sen(%cox) dentro do intervalo [0,a]. Veja-
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mos o que isso significa. Comecemos por simplificar notagdes, designando por

nw
KHE o _ N1t

C a
Estas quantidades sdo chamadas por vetores de onda (embora, aqui, o carater vetorial
esteja ausente). Ora:

0 sen#m

fua dx sen (k.x) sen (knx) ={@ (8)

] sen=m
relacdo conhecida por ortogonalidade daquelas fungdes. A relagdo prova-se facilmente

empregando uma identidade trigonométrica:

f dx sen (k. x) sen (knx) f dx[cos ((k, — km) x) — cos((kn + Km) x)]

No caso n=m, a integragdo da 0 porque (k_ ¥k _)a = (n ¥ m)m.
No caso n=m, a integracdo da % resultando apenas da 1 2 parcela do 2° membro.

Assim, regressando a 12 equacdo em (3) e multiplicando ambos os membros por

sen(k,x), tem-se:
foadx Yo (x) sen (k,x) =foadx y(x,0) sen(k,x) =

Re {ZOO Cmfoadx sen(knx)foa dx sen (k.x) sen(kmx)}: Re {Cn%}

m=1

Do mesmo modo, obtém-se para a 22 equagdo em (3):

fuadx Vo(x) sen(k,x) =_£adx(ay6(;;t) )i=o sen(k.x) =Re {in Cn%}

Aqui, o simbolo Re indica que deve ser tomada a parte real do que se Lhe segue. Como as
fungdes y,(x) e v (x) sdo dadas, os primeiros membros das relagdes anteriores sdo calcu-
laveis, determinando-se, dessa forma, as constantes complexas C .

Exemplo: Suponhamos que v,(x)=0, i.e., a corda é inicialmente largada com velocidade

nula e na configuracao representada na FIGURA 3:

FIGURA 3. Configuragao inicial da corda, definida pela fungao y,(x).

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2018.039 | junho de 2018 5


http://doi.org/10.24927/rce2018.039

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

YoX para 0 <x <b

)=
Yo _yo(x—a) parab < x < a
a—b

0 calculo efetua-se sem dificuldade, obtendo-se:

2o
C. b sen(k,b)

~K(a—b

Este resultado mostra que as amplitudes C, = % diminuem rapidamente de valor
quando n aumenta, diminuindo assim a importancia dos harmdnicos (modos com frequén-
ciaw,_com n>1). Mas ha outro modo de eliminar harménicos. Por exemplo, se b= %. entao
kb= n% e sdo, pois, eliminados os harménicos n=3,6,9, .. E, assim, admiravel a execugio
de um instrumentalista de cordas (viola, violino, violoncelo) que executa rapidamente a se-
legdo dos harmadnicos pretendidos. E se nos lembramos que tal intérprete, com a sua mao
fixa, pode alterar com a pressao dos dedos o comprimento efetivo da corda, ndo podemos
sendo admirar-nos da imensa riqueza melddica que consegue extrair do seu instrumento.

O leitor, contudo, ndo deixara de objetar que o dedo do guitarrista ou o arco do violonce-
lista introduzem forgas exteriores sobre a corda e que ndo foram consideradas na analise
anterior. Retomemos, ent3o, a eq. (1) que escreveremos sob a forma:

d’ o _1
S0y Oy = 5k )

A equacdo mantem-se linear e as solugdes tém de continuar a obedecer as condigoes
fronteira. O que, agora, procuramos € a solugado particular determinada pela forga externa,
a qual se pode sempre adicionar qualquer solucdo da equagdo homogénea, como atras
se determinaram. E aqui util utilizar a decomposigdo de y(x,t) no conjunto das fungdes
ortogonais ja encontradas, o que logo garante a satisfagdo das condigdes fronteira. Assim,

escreveremos:

y(x,1) = Zi1ya (1) sen(kax)

Substituindo na eq. (9), vem:

d*vya.
| d%/t + wly, (t)] sen (k,x) z%f(x,t)

onde w_= n w,. Usemos, agora, a ortogonalidade das fungdes (eqg. 8), para concluir:

d’y. 2 (t
e 4wty () = Zhsdxsen (ko) S r(x ) = Y

onde a Ultima igualdade define as grandezas f (t). A linearidade desta equagdo permite
utilizar o principio da sobreposicao: ja conhecemos a solucdo da equagdo homogénea

(C, ent), pelo que nos resta procurar uma solug&o particular. Suponha-se, como exemplo,
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que f. (t)=f e"*; obtemos:
jwt

f. e
— iwnt
y.(t) =Re|[C.e“" + R

No Ultimo termo, vemos a carateristica de uma ressonéncia quando w ~ . Para vermos
0 que acontece exatamente na ressonancia, temos de considerar as condigdes iniciais: ad-

mitamos que a corda esta parada na posicdo de referéncia y(x,0)=0. Neste caso, obtemos:

C.= _%ﬁ, pelo que:
. ﬁ ewwt_ e\w,,t
yn(t)_Relp (I)g_wz

Fazendo w — w_, vem:

_ _ﬁite\mut
yn(t)_Re[ 0 2a)n |CXt

A amplitude do harmonico cresce no tempo, embora venha a ficar limitada pelos termos
nao lineares que foram ignorados. E assim que o instrumentalista musical obtem notas
intensas do seu instrumento, ainda mais amplificadas pela caixa de ressonancia que o in-

tegral

Campos escalares: resultados gerais

Aqui, iremos expor varios resultados importantes para campos escalares definidos em
todos os pontos do espago e dependentes do tempo. Embora a equagdo de campo seja apre-
sentada sem qualquer dedugao, ela é, contudo, obtida quer exatamente quer sob aproxima-
coes justificadas, em muitas areas da Fisica, da dindmica de fluidos a acustica, do eletromag-
netismo a ética. Designando o campo escalar por ¥ (x,y,z,t) =¥ (r.t), admitiremos, entao,

que ele satisfaz a equacéo de onda.
2 —
%%w—mbqﬂr,t) (19

Ha varios aspetos a salientar.

1° - 0 2° membro é interpretado como fonte do campo. Na sua auséncia, o campo diz-se
livre.

2° - A constante ¢ tem as dimensdes de uma velocidade (mais uma vez, ndo deve, em
geral, confundir-se com a velocidade da luz), antecipando-s que seja a velocidade de pro-
pagagao do campo.

3°- 0 simbolo A representa o operador Laplaciano:

9’ 9’ 9’
+ + 977

A= x> oy’

Para um campo escalar, este operador obtém-se de dois outros importantes operadores:
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a) O operador gradiente?, representado por V, definindo um vetor quando atua sobre v,
nomeadamente, Vy o vetor de componentes cartesianas (% ,% ,%).

b) O operador divergéncia que atua sobre um campo de vetores E(F,’E):

u, , 9vy | I,

div v= aX—I-ay—l-aZ—V'v

E, agora, facil verificar a identidade: Ay = V:Vy .

4° Para uma fonte estatica (independente do tempo), a eq. (10) admite uma solucdo

particular, também estatica, que satisfaz a equagao de Poisson:

AY =5 (7) (1)

A solucdo desta equacgio é bem conhecida do Eletromagnetismo:
1 (= o)

A(r) = 4ﬂfdr' 7|

Regressando a eq. (10), ela deve ser complementada por duas condicdes:

a) Condicdes iniciais, onde sio dados ¥ (r,0) e (aw.(g;"t) )...em todos os pontos do espaco.

b) Condigdes fronteira, onde sdo dados ¥ (r.t) ou V¥(r.t) em duas superficies distintas e

imdveis, sendo frequente que uma dessas superficies se situe “no infinito”.

A eq. (10) lembra a lei fundamental da dindmica se imaginarmos a‘%l// como uma ace-
leracao e a fonte como uma forga. Vamos explorar esta analogia. Para isso, consideramos
uma superficie fechada 3, de normal unitéria exterior N, limitando um dominio finito D (fig.
4). Seguido a analogia, somos levados a definir a “quantidade de movimento” do campo, no

interior desta superficie, por:

P(t) :'/D-dv%?t) (12)

Estudemos como P varia no tempo:

20 (v . .
@y, dv%(ti’t):cm dv [Av (r,)+0 ()]

Usando o teorema de Gauss? para o 1° termo no ultimo membro, obtemos:

O =y dS MW, Vo (7

Ora, por que deve variar no tempo a “quantidade de movimento” daquele dominio? Em
Mecanica, diriamos que ha forgas aplicadas no interior do dominio, o que nos leva a identi-
ficar c*/, dir 6(r.t) como a “quantidade de movimento” criada pelas fontes na unidade de
tempo. Mas que representa o outro termo na equagao anterior? Se recordarmos que um

Nota:
1 Ver o artigo “Escalares, vetores e tensores”.
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campo se propaga, entdo ha outra maneira de fazer “crescer” a “quantidade de movimen-
to” em D, nomeadamente, através do fluxo de “quantidade de movimento” que “entra” no
dominio pela superficie (note-se a associagédo de “cresce” com “entra”). Se “entra” entéo

devera ter o sentido de -n, o que nos leva a identificac&o:

-c’Vy-(-n)= “quantidade de movimento” do campo transmitida por unidade de tempo e

por unidade de area para o interior da superficie X.

FIGURA 4. Um dominio fechado D, limitado pela superficie = onde se define a normal exterior (unitéria).

A equacio anterior exprime, entao, a lei genérica de conservacgao da “quantidade de mo-

vimento”.

Exemplo: no caso da corda vibrante, consideremos o dominio definido pela origem e um
ponto B, fixo, de abcissa b<a. A superficie X, aqui unidimensional, reduz-se a estes dois pon-
tos.

Entao, identificando ¥ (X,t) = oy (x,t) , concluimos que ch%—f = z’% é o fluxo da quan-
tidade de movimento que entra neste dominio através de B (notar que, neste ponto, N é o
versor do eixo x). Reconhecemos que é a forga, devida & tensao do fio, exercida pela parte
a direita de B sobre a parte a sua esquerda. Uma outra forga, dada pela mesma expressao,
mas com o sinal trocado, atua na origem. Note-se que a oscilagdo da corda da-se na direcdo
vertical mas o fluxo da quantidade de movimento da-se na diregdo horizontal. A FIGURA 5

esquematiza (setas) o fluxo da quantidade de movimento nos pontos selecionados.

FIGURA 5. As setas representam o fluxo da quantidade de movimento na porg&o da corda considerada.

Nota:
2 Também conhecido por teorema da divergéncia.
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Regressando, de novo, ao campo escalar genérico e prosseguindo a analogia mecanica,
sera agora natural considerar a “energia cinética” no interior do mesmo dominio D atras
definido:

K =510 dV Iﬁ)

Como evolui no tempo esta energia? Derivando e usando a eq. (10), encontramos

Y Y 4V aw

dK —
=l dV 5 pree =0

tdt

[C Ay + o]

Ora, consideremos a identidade:

8!// oy

L ay =2 v (ww) = v (Yowy) - 5F

)y =v-(Zwy)- 12 (vy):

Substituindo na equagao anterior, rearranjando termos e, de novo, invocando o teorema

de Gauss para converter a divergéncia, no ultimo termo acima, num fluxo, vem:

LT | @yrscmwy||= [ v e o X+ [asmic v

0 1° membro pode ser interpretado como a taxa de crescimento da energia total do

campo contida no dominio D:

£ =1/ av|@)erc(wn) 13)

Reconhecemos aqui ndo s6 a “energia cinética” como uma “energia potencial”, ambas
quadraticas na amplitude do campo, em total analogia com a energia de um oscilador har-
mdnico.

No 2° membro da equacgao anterior, 0 1° termo é a “poténcia da fonte exterior ao campo;
0 2° termo é, entdo, interpretado como o fluxo de energia que entra no dominio através da
sua superficie:

F(CZ%

ot V¥)= fluxo de energia (no entido - N) por unidade de area da superficie

Assim, o resultado acima obtido escreve-se, por palavras:
% = aumento, na unidade de tempo, da energia contida em D = poténcia realizada pela
fontes contidas em D + fluxo de energia que entra através da superficie = que limita D.

E a lei genérica de conservacgéao de energia.

Observagao: As expressoes atras obtidas para a “quantidade de movimento” ou “energia
cinética” do campo podem ser multiplicadas por constantes adequadas para as fazer coinci-
dir com definigdes mais habituais. Sera evidente que essas constantes irdo afetar os segun-
dos membros das equacgdes deduzidas, ndo alterando, contudo, o significado das mesmas.

Exemplo: retomemos o problema da corda vibrante, mantendo a identificagdo
¥ (x,t) = py(x,t) e ¢’ (x,t) = f(x,1) (cf. egs. 10 e 14). A energia cinética na porcao do fio
em O<x<b<a (¢é este o dominio D aqui unidimensional) é, naturalmente, K :%fﬂbdx p(%)
Deste modo, a expressdo genérica da energia (eq. 13) devera ser dividida por p e, portanto,
também se deve dividir por p 0 2° membro da equacgao de conservagao da energia. Lem-
brando que, para a corda vibrante é ¢’ p , obtemos, por simples adaptagéo das equa-

coes:
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b ) )
E=1 /"o +c (2

Obtém-se, assim:

dE _ [ 9y 9y dy.
dt ‘fo d¢ f 5t T (Gpax)es

Neste caso, ndo ha contribui¢io do outro extremo do intervalo considerado (x=0) devido
a condigao fronteira (extremo fixo, em qualquer instante).
Se, na expressao da densidade de forca (f) explicitarmos a contribuicio do peso, 0 1°

termo do 2° membro da equacéo anterior contem a contribuig3o:

b o) d /e
—fo dx pga%=—af0 dx og y(xt)

Assim, esta contribuicdo pode passar para o 1° membro da mesma equagao, levando a
redefinir a energia incluindo, agora, a energia potencial gravitica. Em qualquer caso, vemos
que a taxa de crescimento da energia define o fluxo de energia (%%)x:n.a energia que
entra, através do ponto B no intervalo O<x<b, por unidade de tempo.

Mas, voltando a expressao acima da energia, qual a origem do termo %jﬂ'”dx T (%)2v in-
terpretado como energia potencial? Recordemos que a porgao do fio em (x, x+8x), na po-
sicdo de referéncia, foi esticada, apds a deformacao, apresentando o comprimento atras
deduzido, nomeadamente, §¢ = 5x[1 +%(g—i’)7]. Nas extremidades desta porgao atua a forga
tensora (t) que, portanto, realiza o trabalho r (80— 6x) = %(%)2 ox. Este trabalho, tal como
numa mola, fica acumulado como energia potencial elastica.

O leitor podera questionar as designagdes de “quantidade de movimento” ou “energia”
do campo acima empregues. E verdade que essas designagdes ganham o sentido habitual
no caso da corda vibrante. Mas sera assim, em geral? A objecdo tem todo o sentido porque
aqueles conceitos sdo pertinentes a matéria e ndo se vé como eles se podem generalizar ao
campo abstrato aqui tratado. Para responder a questao, teriamas que considerar o campo da
matéria e fazer intervir uma interagdo entre os dois campos. Ver-se-ia, entdo, que a conser-
vacgado genérica da quantidade de movimento ou da energia so se verifica se incluirmos, nas
definigdes destas grandezas, quer a contribuigao habitual do campo da matéria quer a contri-

buicdo do campo aqui considerado. Nao iremos aqui considerar esta interessante conclusao.
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