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Simulacao Social

Helder Coelho
MAS BioISI, Colégio Doutoral Mente-Cérebro, Universidade de Lisboa

hmcoelho@ciencias.ulisboa.pt

A Simulacao Social refere-se ao uso de métodos computacionais e analiticos, baseados
na Ciéncia da Complexidade e na Ciéncia dos Dados e, ainda, no rigor matematico para
melhorar a compreensao dos sistemas sociais (por exemplo, alguns problemas nacionais,
como a mobilidade urbana e os transportes, a crise financeira global, a salde publica, ou
a educacdo). Nalguns casos, recorre-se a intersecdo de disciplinas, como a Ciéncia da
Computacéo, Inteligéncia Artificial, Sociologia, Filosofia, Fisica Aplicada, Investigacao
Operacional e Estatistica. A inter e multidisciplinaridade é frequente e isso impoe uma
flexibilidade mental muito apreciada para cruzar saberes e descobrir solugoes.

Quando se fala em complexidade queremos dizer que estes problemas nascem associa-
dos a multiplos aspetos e componentes, e a inumeras relagdes e interagdes. Por exem-
plo, as eleicbes num pais sdo hoje objeto da exploragio de redes sociais (e do aplicati-
vo WhatsApp) via Internet, do recurso a noticias falsas, além da atividade habitual dos
media correntes (jornais, radio, televisdo). Daqui resultam padrées de comportamentos
humanos coletivos em grande escala e com uma relevancia politica assinalavel.

Peguemos no caso das manifestacées de rua, que por vezes envolvem a violéncia, e que sao
habituais em muitos paises (Franga, Ucrania, Reino Unido, Espanha, Itlia, Egito). Na Ultima
década, as do Cairo ficaram famosas por estarem associadas a chamada Primavera Arabe,
num conjunto de paises do norte de Africa (Tunisia, Argélia e Marrocos). Em geral, recorre-se
as reportagens em video (televisdo e radio), as entrevistas, ou aos inquéritos de rua. Podemos
também estudar estes conflitos sociais, gragas a simulagdo social e as redes, os quais sdo
confrontagdes entre atores publicos, um tipo de lutas pelo poder e a agéncia numa sociedade.

No caso do recurso a simulagao social, baseada em computador, e quando existe comple-
xidade, podemos recorrer a modelagdo baseada em agentes inteligentes (vulgo Agent Based
Modeling ou ABM), um tépico da Inteligéncia Artificial, e a ferramentas computacionais sim-
ples, como o NetLogo (disponiveis livremente na Internet). Um agente é qualquer entidade que
percebe 0 ambiente envolvente (através de sensores) e que age através de atuadores. Deve ser
auténomo, isto &, decidir por si préprio (em fungéo dos estimulos recebidos da envolvente) de
forma a alcancar os seus objetivos, e possuir algum mecanismo de cognicdo. Isso permitira a
construgdo rapida de demonstragoes e protdtipos, a visualizagdo das interagdes e o controlo de
varios parametros num cenario simples. A dindmica dos padroes ajuda a pensar e sugere ainda
varias outras experiéncias que se podem depois fazer. O modelo de agentes escolhido consagra
o circulo virtuoso de observar-planear-comportar, com estados internos e decisao.

A Simulag3do é uma area popular neste momento em muitas conferéncias cientificas, ao

longo do ano, inclusive em Portugal, com uma comunidade cientifica muito ativa em varios
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pontos do pais.

Quando se enfrenta um conflito social, seja ele uma simples rixa de rua ou um violento
confronto numa escadaria, a complexidade surge para nos alertar sobre os modos como a
natureza humana se revela através de sentimentos. Sabemos que nem sempre os estados
mentais sdo triviais, os dos seres humanos e os dos agentes artificiais, e que existe sempre
uma complicagdo que emerge dos comportamentos por causa de emogdes descontrola-
das, quase sempre por causas dificeis de explicar.

Se saltarmos da vida humana para os mundos virtuais e artificiais, os agentes podem
nao ter corpo e muitas vezes ndo necessitam mesmo de carateristicas sociais e emocionais
(caso de se adotarem modelos s6 com dois estados mentais, crengas e objetivos). Esta
simplificagdo pode condicionar as atividades de pensar, refletir e antever as correntes de
causalidade, de gerar os efeitos e do que vira a seguir no futuro. E isso pode constituir um
enorme desafio e, por vezes, opta-se por amplificar essas habilidades, obtendo-se uma
ajuda para a meditacao da complexidade.

A plataforma ProtestLab é uma instalacdo laboratorial realizada em NetLogo, usando
varias janelas de observagao (variaveis) e contagem de aspetos, que permite realizar ex-
periéncias sociais e complexas (em 2D e 3D). Os agentes n3o sao sofisticados e ndo neces-
sitam de modelos pesados (tipo Beliefs-Desires-Intentions ou Agent_Zero), respondendo
bem a um leque de perguntas sofisticadas (O que engendrou a violéncia e porqué? Como e
porqué se agruparam os agentes para atacarem os outros?).

Podemos ter pelo menos 1000 agentes, com tipos e personalidades diferentes (jornalis-
tas de televisdo para obter imagens de choques, policias de motim, comando policial e ma-
nifestantes variados, desde os passivos até aos mais ativos e conflituosos) e uma condigio
humana variada (lideres, seguidores), num cendrio pré-determinado em Lisboa (manifes-
tacdo pela rua de S3o Bento abaixo, desde o Largo do Rato até as escadas da Assembleia
da Republica (AR)), com saidas para a calgada da Estrela, avenida de D. Carlos I e rua de
S3o Bento. O cenario de violéncia podera surgir ao longo do trajeto da manifestacgao, entre
os assistentes colocados nos passeios e 0 grosso dos manifestantes e na escadaria quando
alguns participantes pretenderem subir as escadas, a forga, e invadir a AR.

O realismo podera ser restringido pelo numero total de agentes envolvidos. O escalo-
namento até 2 000, 3 000, 5 000 ou 10 000 individuos podera ser dificil num computador
portatil (mas ndo num supercomputador), considerando a sua capacidade normal de ar-
mazenamento de dados e mesmo o seu poder de processamento. Esta atualizagao da di-
mensao da massa de manifestantes evoca a questao central do realismo e é material para
uma avaliacdo mais ponderada sobre a verosimilhanca dos resulatados obtidos. O recurso
aimagens de outras manifestagées (Madrid, Kiev, Londres, Cairo) permitira um julgamento
mais rigoroso, sobretudo se o contexto dos embates estiver acessivel.

A auséncia de agentes mais sofisticados (sem pulsdes e lagos sociais) também reduzira o
realismo da experimentagao, embora se possa optar por 3 dimensdes, melhorando a qualida-
de dos choques, o efeito visual mais espetacular e a natureza social do sistema. No entanto,
a expressao de toda a paleta emocional de criaturas ndo sera completamente revelada nos
agentes artificiais e em escala microscopica. De igual modo, o efeito macro ndo sera total-

mente atingido, embora n3o seja pobre, e obter-se-a algo francamente interessante para
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refletir com o tempo e no espago. Nomeadamente, os fenémenos complexos serdo captados
e compreender-se-a que estamos perante algo sofisticado do ponto de vista de um sistema
social dinamico e adaptativo. A temporalidade devera ser analisada com algum cuidado, pois
o efeito tempo podera tornar a analise dos eventos mais acessivel. Se optar por recorrer a
um mecanismo de previsio do futuro (com aprendizagem e redes neuronais convolutas), o
comando da policia de choque reagira com melhores estratégias para atrasar o progresso

dos invasores, e, eventualmente, desviar parte dos manifestantes para as saidas.

FIGURA 1. Protestos na rua: representagdo em 2D dos manifestantes, policias e jornalistas junto as escadarias da
Assembleia da Republica, em Lisboa. (Policias a azul, manifestantes violentos a vermelho, manifestantes em luta a
branco, manifestantes ativos a amarelo, manifestantes normais a verde, jornalistas (TV) figuras). Apresentam-se 4
instantaneos da simulagao, o ponto de partida e o resultado depois de 59, 143 e 201 passos. Pode observar-se a dina-
mica dos varios tipos de agentes considerados na simulagao.
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A construcdo e montagem artificial permitira deixar antever um estado natural, subme-
tido a normas e restrigoes, onde uma ldgica de agoes e reacdes ao longo do tempo sera vi-
sivel. As circunstancias marcadas pela simulagdo poderao aproximar-se do realismo, pos-
sibilitando o acompanhamento das dindmicas dos grupos, das adaptacdes e da evolugdo
dos choques. As relacdes de coordenacao e colaboragao ajudardo a isolar as multitudes
e a focar os agrupamentos. A transparéncia das escalas é razoavel, com destaque para a
atuacado das liderancas das duas principais frentes (policias versus protestantes) e com
0 acompanhamento dos media. O recurso a redes sociais e a noticias falsas também sao
vulgares e devem ser consideradas (transversalidade), com algum cuidado, pois provocam
situaces inesperadas (veja-se o caso do Brasil em 2018).

A ilusdo da profundidade estd também presente e acompanha o desenrolar dos acon-
tecimentos, cuja imbricacdo pode ser horizontal ou vertical, em camadas. Sobretudo, a
transparéncia das contas a ajustar é visivel e ndo ha desencanto, o que garante um efeito
voyeur de quem acompanha de fora o desenlace final. Serd interessante sublinhar como as
organizagdes de dependéncia (em coletivos) poderdo se comportar e que consequéncias
provocarao no desenrolar de outros eventos.

A falta de corpos, nos agentes, ndo impede a abstracao da danga entre os intervenientes,
embora a falta de paixdes ndo permita qualquer tipo de empatia ou agudizagéo da célera e
da raiva (procura de possiveis vitimas tipo bodes expiatérios). E, a curiosidade mantém-se
durante todo o tempo, ndo afastando o efeito imaginario de quem se envolve ou ja partici-
pou em demonstracdes de repudio.

Quem assiste as sessdes de demonstragdo do ProtestLab completa os detalhes do mun-
do fisico através da sua prdpria imaginagao e experiéncia, e ndo se ofende com a simpli-
cidade das mentes das personagens criadas. Nestas experiéncias (em ciéncias sociais e
politicas, nas Forcas Armadas, GNR ou na PSP) s3o os padrdes a terem uma grande capa-
cidade de interrogar os observadores. E com a acessibilidade ao mecanismo do reconheci-
mento de padrdes criam-se possiveis complicagdes.

A validacdo dos modelos baseados em agentes em simulagdo social depende muito
das colecbes de dados disponiveis (data sets), em particular a partir dos levantamentos
(fotogréficos, videos, filmes de televisdo, entrevistas, ou inquéritos no local) realizados
durante as proprias manifestagoes e ainda dos comportamentos dos agentes artificiais.
Deste modo, podem-se comparar os padrdes, entre os produzidos pelos modelos para a si-
mulacao e os reais vividos nos locais onde se realizaram as demonstragoes. Um tal tipo de
comparacgao exige muito trabalho complementar, sobretudo ao nivel sociolégico. A sofisti-
cacao do carater dos agentes sugerira o envolvimento da anélise psicoldgica e socioldgica.

A validacao pode ser quantitativa (nimero de manifestantes muito ativos, aprisionados,
ou capazes de atrair os media) e qualitativa (orientada pelos movimentos dos padrées, ni-
veis de violéncia, e recurso a armas), e, assim, cobrir varios aspetos, dimensdes e escalas.
Nalguns casos, é admitido ser impossivel qualquer validacdo dos modelos, ou dos meca-
nismos subjacentes. Além dos ABMs focados nos participantes, podem também existir
outros modelos exploratérios e auxiliares, por exemplo focados em previsdes, que poderao
ajudar a esclarecer outros tipos de situagoes.

Interessa ainda lembrar que a instalacdo do ProtestLab se destina também a ajudar a
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acao reflexiva, recriando simulacros (ilusdes) e libertando um tipo de narrativa ficcional
(como nos jogos de computador, onde se confunde amitde o real e o imaginario, de maneira
a interrogar ambas as possibilidades e a alcancgar alvos possiveis).

Finalmente, hoje em dia, para os investigadores de comunicacdo social (media sobre
eleigdes, referendos) interessa explicar os fendémenos emergentes e os coletivos, como
a dindmica da opinido publica, a atencdo coletiva e a acdo coletiva. Isto implica aceder a
niveis de andlise, das agdes individuais para as interagGes de grupo e as dindmicas de agre-
gados. Muitas das teorias de comunicagdo mais antigas, como a da espiral do siléncio ou
da cultivagio (efeitos de longo prazo da televisio), oferecem intuicbes sobre como estes

niveis de analise podem ser integrados, embora sejam dificeis de testar empiricamente.
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Tesouros Geologicos
da Jordania

Lufs Vitor Duarte
MARE- Departamento de Ciéncias da Terra da Universidade de Coimbra
lduarte@dct.uc.pt

A Jordéania é um territério com uma histdria e um patrimonio construido riquissimos, e
onde o termo “tesouro” faz todo o sentido. Mesmo em termos geoldgicos. Para ganhar um
“apetite” adicional, houve a necessidade de rever a longa-metragem Lawrence da Ardbia,
que sustenta este novo percurso por mais um territdrio despido de vegetagao. O terceiro
capitulo da série Indiana Jones, A Ultima Cruzada, estreado em 1989, também nos ajudaa
orientar naquele territorio, preparando os nossos olhos para o imenso patrimonio histérico
e geoldgico da Jordania, que so resta ser contemplado in situ. Nesta viagem, a fasquia é
bem alta, e fica dificil optar por onde comecar: Wadi Rum e Petra, dois sitios classificados
internacionalmente pela UNESCO. E dois espacos de agua salgada: o Golfo de Agaba e o
Mar Morto! Paisagens com rochas muito antigas e exemplos de fendmenos geoldgicos que
nos contam a histéria mais recente do nosso planeta.

Comegamos pelo Wadi Rum, o extenso e inigualdvel deserto de cor vermelha, com os
seus penhascos rochosos, aqui e ali esculpidos com a imagem do oficial britanico E.T.
Lawrence, o Lawrence da Revolta Arabe, o grande mote cinematografico desta viagem e
intensamente filmado neste local. Quase no limite com a Arabia Saudita, na extremidade
sul da Jordania, abundam neste ambiente desértico sedimentos de cor avermelhada, mol-
dados pelos agentes edlicos, de onde sobressaem inselberguesl (conceito que abrange,
por exemplo, o Pdo de Agucar no Rio de Janeiro, ou o castelo e grande parte da vila que viu
nascer Pedro Alvares Cabral), geralmente compostos na sua base por rochas granitoides
do designado Complexo de Agaba do Proterozoico Superior?. Assente sobre esta unidade,
em inconformidade, ocorre uma sucessao estratigrafica siliciclastica, o Grupo Ram (de-
composto em varias formacg6es), composta por arenitos e siltitos, sendo a base localmen-
te mais conglomeréatica e de cor avermelhada (FIGURA 1). Dominando grande parte das
referidas morfologias, estes sedimentos de origem essencialmente fluvial, onde ndo se
descarta alguma influéncia marinha, sdo datados do Paleozoico, concretamente dos seus
dois primeiros periodos, Cambrico e Ordovicico®. Algumas rochas mostram uma particular
abundancia em feldspatos (arcoses), o que sugere que este territdrio, nos primérdios do
Fanerozoico, ha cerca de 500 milhdes de anos, era algo diferente do atual, onde a agua
doce n3o faltava, com a sedimentac&o a ocorrer muito proxima da area mae dos referidos

sedimentos®.
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FIGURA 1. Aimagem de entrada em Wadi Rum, a seguir ao Centro de Visitantes: as “seven pillars of wisdom”. Onde
se nota muito bem a inconformidade entre as rochas igneas proterozoicas do Complexo de Agaba (na base; aqui com
uma cor escura intensa devido a ocorréncia de rochas basicas) com rochas arenosas, estratificadas, do Paleozoico
Inferior (Grupo Ram).

Distanciada cerca de 100 quildémetros de Wadi Rum, mas algo idéntica quanto ao seu
contexto geoldgico, litologica e temporalmente falando, deparamo-nos com aquela que é
considerada a segunda das novas Sete Maravilhas do Mundo: a cidade nabateia de Petra.
Um hino a arte e arquitetura! Com afloramentos de arenitos e rochas afins, do Paleozoico
Inferior, intensamente esculpidas no mais infimo pormenor estético, desde o desfiladeiro,
estreito, longo e sinuoso (Siq), que conflui no simbolo mais globalizado de Petra, o Al-Khaz-
neh (“tesouro”) (FIGURA 2), até as mdltiplas fachadas que compdem este sito arqueoldgico,
interminavel e diverso, capaz de nos deixar completamente rendidos. O enquadramento
ideal para Harrison Ford (o Indiana Jones) e o seu ficticio pai, Sean Connery, protagoni-
zarem a alucinante busca do Cdlice Sagrado. Do ponto de vista geomorfoldgico, é particu-
larmente interessante uma visdo aérea deste espaco, que nos permite perceber melhor o
lado escondido onde se instalou esta cidade e que se aproveitou dos intensos fendmenos
de erosdo ocorridos ao longo dos ultimos milénios. Curiosamente, uma cidade instalada
nas mesmas unidades que afloram em Wadi Rum. No caso, com arenitos mais quartzosos,
com belissimas estruturas entrecruzadas (FIGURA 3), a testemunharem uma continuidade
da agdo fluvial entdo reinante nesta porgdo do atual Médio Oriente, embora com maior
influéncia marinha relativamente aos registos no “deserto vermelho"?.

De repente, vem a meméria os Dez Mandamentos de Cecil de Mille, de Moisés, e da “aber-
tura” do Mar Vermelho. Ao que se saiba, ndo filmado na Jordania. E que muito préximo de
Wadi Rum surge o Golfo de Agaba, a “ramificagado” direita do Mar Vermelho, separada do
Golfo do Suez pelo “biblico” Monte Sinai. Seguramente, um dos recortes morfoldgicos da
Terra visto do Espago que chama particular atengdo. E que tem a necessaria explicagdo
geoldgica. Basta centrar-nos no Ciclo de Wilson que, associado a teoria da tectdnica de

placas, exemplifica a génese, evolugdo e morte de um oceano.
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FIGURA 2. O Al-Khazneh, o grande icone de Petra, esculpido em rochas arenosas do Paleozoico Inferior (Grupo
Ram). Lateralmente a fachada nota-se claramente a estratificagao das rochas.

Tendo sempre por base o principio do Uniformitarismo, neste ciclo, o Mar Vermelho
exemplifica precisamente a fase embrionaria de um oceano (a “Fase Mar Vermelho”), com
direito a rifte médio oceéanico, de natureza basaltica. Uma histéria complexa de ativida-
de magmatica recorrente e diferenciada® e que separa hoje as placas arabica e africana.
Neste contexto, o Golfo de Agaba ndo é mais do que o efeito de uma falha transformante,

prolongando-se para norte, pelo Mar Morto e pelo ndo menos biblico vale do rio Jordao.

FIGURA 3. Corpos sedimentares da unidade Disi Sandstone (uma das formagdes do Grupo Ram que mostra a
transicdo do Cambrico ao Ordovicico) aflorante em Petra, nas imediagées do Tumulo do Obelisco. Entre as diversas
esculturas exibidas em arenitos de cor cinzenta-esbranquigada abundam estruturas entrecruzadas, resultantes de
acao fluvial ao tempo da sua génese.

Independentemente deste enquadramento, a viagem de Wadi Rum para Agaba é um
dos melhores espetaculos que se podem vivenciar em termos geoldgicos. Aqui, as rochas
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granitoides, proterozoicas, do Complexo de Agaba, o tal que aflora na base rochosa de
Wadi Rum, encontram-se intensamente recortadas por diques magmaticos de diversas
composigdes mineraldgicas e geoquimicas? (FIGURA 4). Apesar de ser extremamente facil
identificar algumas das multiplas paisagens de Wadi Rum (inselbergues, dunas, estratos
erodidos, etc...) no Lawrence da Ardbia de David Lean, o mesmo nio acontece com a pas-
sagem cinematografica da chegada - e consequente conquista aos turcos - a Agaba. As
pretensas montanhas de Agaba estdo 4, no filme, mas falta a espetacularidade dos diques
magmaticos. Certamente, um dos melhores “livros” abertos, com este tipo de corpos de

natureza ignea.

FIGURA 4. Rochas granitoides do Complexo de Agaba densamente recortadas por fildes de rocha basica. Estrada
n? 80, perto de Agaba.

O percurso ao longo do Wadi Araba, para norte de Aqaba, onde se desenha uma das mais
problematicas fronteiras politicas do mundo atual, permite-nos assomar ao mitico Mar
Morto. Que, inevitavelmente, teria de ser o Ultimo sitio geoldgico selecionado. Por duas ra-
z0es: a primeira delas, por uma questao de histdria geoldgica. Dos quatro lugares visitados,
este é o que ilustra a evolugdo geoldgica mais recente, enquadrada por rochas do Cenozoi-
co e testemunhada pela diminuigdo anual, gritante, do seu nivel de 4gua. A segunda, porque
¢ o sitio ideal para culminar esta visita, experimentando os efeitos da elevada densidade da
4gua deste cada vez mais reduzido lago hipersalino (cerca de 28% de sal dissolvido, perto
de 7 vezes superior a concentragio média dos oceanos)®, cuja temperatura da a sensacéo
de um “caldo”. Resultante do clima tdrrido e arido, da quase auséncia de agua doce que
anteriormente provinha do rio Jordao, o fendmeno de evaporagdo é maximo. Estamos so
no ponto da superficie terrestre mais baixo do Planeta, num plano inferior ao nivel do mar
nos oceanos, com mais de 400 metros! Onde, contrariamente a lei da fisica vigente em

qualquer ambiente marinho de salinidade dita normal, nunca iremos submergir (FIGURA
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5). Um verdadeiro tesouro do outro mundo! Para vivenciar antes que possa desaparecer!

FIGURA 5. 0 Mar Morto na sua extremidade mais setentrional: a imagem classica dos corpos humanos a flutuar
numa massa de dgua com uma concentragao de sais cerca de dez vezes superior a dos oceanos.
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A arvore de Natal
na perspetiva de
um bidlogo

Jorge M. Canhoto
CEF/ Universidade de Coimbra

jorgecan@uc.pt

Estamos a poucos dias do Natal. O Natal é no inverno, mas é no outono que comeca a
cheirar aNatal.E a época dos frutos e também da mudanca de cor das arvores, que passam
do verde a uma paleta de cores, que vao do amarelo ao castanho, que tornam os jardins
e as florestas locais apeteciveis para longos passeios. Mas é também quando apetece
estar em casa, fazer uma lareira e comer umas castanhas acompanhadas pela tradicional
jeropiga ou por um dos muitos e bons tintos das nossas variadas regides vitivinicolas. O Sdo
Martinho (11 de novembro) marca as castanhas com o vinho novo!

E também quando se comega a pensar em “fazer” a arvore de Natal. Atualmente muitas
pessoas optam por uma arvore de Natal artificial, havendo uma enorme variedade destas
disponiveis no mercado. No entanto, nada se compara a uma verdadeira arvore de Natal,
que pode ser mesmo uma arvore jovem ou um ramo de uma arvore adulta. As arvores
artificiais foram apresentadas como alternativa ambiental, para evitar que muitas arvores
sejam cortadas. No entanto, existem atualmente viveiristas que possuem arvores de Natal
disponiveis para venda e que podem ser usadas durante alguns anos. Pode ser mais caro,
mas uma arvore verdadeira é sem duvida mais apelativa que uma qualquer boa cdpia. Mui-
tos municipios tém procedimentos de recolha das arvores/ramos apds a época natalicia,
pelo que a opgdo por uma arvore natural ndo tem atualmente impacto ambiental e néo vai
sobrecarregar o sistema de reciclagem de mais material plastico.

Pensa-se que em Portugal, o costume da arvore de Natal tera sido iniciado no século
XVIII, por D. Fernando, marido da rainha D. Maria I1I, a educadora. De origem alem3, tera
importado para Portugal uma tradigcdo alemao que se cré ser devida a Martinho de Lutero,
mais conhecido pelo seu envolvimento na reforma protestante. Numa noite de céu estre-
lado, Lutero ter-se-a apercebido da extrema beleza das arvores envolvidas pelo brilho das
estrelas, tendo replicado esse cenario enfeitando um ramo na sua prdpria casa, por altura
do Natal. Nos paises balticos acredita-se que a tradicdo da arvore de Natal se iniciou em
Riga, no inicio do século XVI. A aparente origem luterana atrasou a incorporagao da arvore
de Natal nos rituais que comemoram o nascimento de Cristo nos paises de tradigdo caté-

lica do sul da Europa.
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Em praticamente todo o mundo, mesmo nos paises tropicais em que se celebra o Natal,
a arvore de Natal é uma gimnospérmica, mais concretamente uma conifera. Deixando um
pouco de lado a magia do Natal e entrando no mundo da boténica, importa referir que as
coniferas constituem uma divisdo das plantas chamada Pinophyta. Sdo normalmente ar-
vores (FIGURA 1) que possuem como estruturas reprodutoras cones ou pinhas (também co-
nhecidos por estrobilos) e que s3o tipicas das extensas florestas do Norte da Europa, Asia
e América, bem como das regides de altitude elevada (e.g., Alpes, Pirinéus, Montanhas
Rochosas). A figura da capa desta revista mostra uma pinha feminina. Para além da sua
beleza, a disposicdo das escamas ao redor do eixo da pinha tem apaixonado matematicos
devido aos padrdes a que obedece e, numa perspetiva mais prosaica, sdo excelentes para
acender lareiras devido ao seu teor em resinas. As coniferas nao produzem frutos, uma vez
que ndo tém flores, mas as sementes de algumas destas espécies sdo muito apreciadas,
como acontece com as sementes de pinheiro-manso, em Portugal. Os pinheiros, as epicias,

os abetos, os cedros, os ciprestes, 0os zimbros e os teixos sdo exemplos de coniferas.

FIGURA 1. Pequena quinta nos Alpes Suigos, no macigo montanhoso de Pilatos, cerca de Lucerna, rodeada por uma
floresta de coniferas.

Embora quase sempre coniferas, as arvores de Natal pertencem a espécies muito dife-
rentes consoante as coniferas que estao disponiveis em cada pais, quase se podendo dizer
que a arvore de Natal é a conifera que estiver mais a mao. Por exemplo, em Portugal, a
espécie mais utilizada é o pinheiro-bravo (Pinus pinaster) que forma extensas manchas flo-
restais na zona centro. O pinheiro-manso (Pinus pinea) é também usado. Outros pinheiros
que existem em Portugal, embora com areas de distribuicdo muito mais reduzidas, como
o pinheiro-silvestre (Pinus sylvestris) ou o pinheiro-do-Alepo sdo pouco comuns como &r-
vores de Natal. Muitos viveiristas vendem como arvore de Natal o pinheiro-de-Douglas ou
abeto-de-Douglas (Pseusotsuga menziesii), uma arvore nativa da América do Norte. Em
Franca sdo muito comuns, como arvores de Natal, o abeto branco (Abies alba) e a epicia
vermelha (Picea abies), pertencentes a dois géneros diferentes.

O comércio de arvores de Natal naturais € um mercado em franca expanséao e, em al-
guns paises, como nos Estados Unidos, existem as chamadas “quintas de arvores de Natal”
que se dedicam exclusivamente a propagacao destas arvores. Estima-se que neste pais,
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98% das arvores de Natal naturais sejam compradas e apenas 2% cortadas de arvores
adultas a crescer no campo. O prego médio de uma arvore de Natal vendida nos Estados
Unidos ronda os 41 délares e o mercado movimenta anualmente mais de dez mil milhdes
de ddlares. Trata-se de uma cultura que requer uma logistica complexa, uma vez que as
arvores devem ser colhidas e colocadas a venda num curto periodo de tempo. Em termos
globais, estima-se que as espécies mais utilizadas como arvores de Natal sejam 4 espécies
de abeto Abies fraseri, Abies balsamea, Abies alba e Abies nordmanniana, e o ja referido
abeto-de-Douglas, que é uma pseudotsuga. Nenhuma destas espécies é muito conhecida
em Portugal.

Para além das coniferas, existem outras espécies de plantas que sdo associadas as de-
coracdes natalicias. Sao normalmente espécies que produzem frutos vermelhos, como o
azevinho (Ilex aquifolium) ou a gilbardeira (Ruscus aculeatus) ou sementes como o teixo
(Taxus bacatta). Destas, sé o Ultimo é uma conifera, sendo as outras angiospérmicas. Esta
associagao do vermelho ao Natal ndo € uma novidade com raizes no pai natal da coca-cola,
mas antes uma tradigcdo que parece remontar & comemoracao do solsticio de inverno por
povos celtas, que utilizavam nessa comemoracao o azevinho. Deve referir-se que todas as
espécies acima referidas estdo ameacadas, pelo que a sua colheita no campo nio é permi-
tida, mas é hoje facil de cultivar e assim alimentar o mercado. Do ponto de vista botanico,
importa ainda referir que uma apelativa arvore de Natal requer um presépio coberto de
musgo, uma designagao que engloba um conjunto de plantas muito importantes do ponto
de vista evolutivo, pois foram as primeiras a conquistar ambientes terrestres, as briéfitas.

Em alguns paises do hemisfério Sul a designacgao arvore de Natal é atribuida a plantas
que nada tém a ver com as coniferas. Na Nova Zelandia, trata-se da espécie Metrosideros
excelsa, uma planta da familia do eucalipto (Myrtaceae) que floresce abundantemente na
altura do Natal, o mesmo se passa na Australia com a espécie Nuytsia floribunda, uma
espécie semiparasitica.

Ja sabiamos, relembrando Ary dos Santos, que o Natal é em dezembro/Mas em maio
pode ser/Natal é em setembro/E quando um homem quiser. 0 mesmo se pode aplicar a
arvore de Natal. Artificial ou natural, pinheiro ou abeto, arvore de Natal é tudo o que um

Homem quiser.
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Professor do Ano
2018

Hélder José Rodrigues Pereira

E natural de Lisboa, onde nasceu em 1974. Fixou-se no Algarve, em 1992, onde concluiu a
licenciatura em Ensino de Biologia e Geologia e 0 mestrado em Gestao e Conservagao da
Natureza (especializagdo em Patrimdnio Geoldgico) na Universidade do Algarve, respeti-
vamente em 1997 e 2004.

E professor de Biologia e Geologia na Escola Secundaria de Loulé, desde 2003, onde
coordena e dinamiza as atividades do Clube das Ciéncias da Terra e do Espago. Tem parti-
cipado com os seus alunos em diversos concursos, congressos e feiras de ciéncia, tanto a
nivel nacional como internacional, tendo os trabalhos apresentados sido galardoados com
varios prémios. Em 2005, foi um dos membros fundadores da Associagao para a Defesa e
Divulgacao do Patrimdnio Geoldgico do Alentejo e do Algarve.

Entre 2008 e 2013 participou, como educador e comunicador de ciéncia, em varias mis-
sbes oceanograficas, tanto a nivel nacional como internacional. De entre estas missdes,
destaca-se o periodo de dois meses passados a bordo do navio JOIDES Resolution quando
serviu como Education Officer, durante a Expedi¢do 339 do Integrated Ocean Drilling Pro-
gram (IODP).

E autor e coautor de varios artigos cientificos publicados em varias revistas nacionais e

internacionais, sendo de destacar o trabalho ‘Onset of Mediterranean outflow into the North
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Atlantic’ publicado, em 2014, na prestigiada revista Science. E ainda autor e coautor de va-
rios trabalhos na area do ensino, da divulgagdo e da promogao das ciéncias, destacando-se
o livro “Histdrias gravadas nas rochas — Guia de campo: a descoberta das rochas e fésseis
em Loulé”.

Com o objetivo de promover o ensino experimental das ciéncias tem, desde o ano 2000,
dinamizado agdes de formagao para professores e desenvolvido diversos materiais dida-
ticos (alguns dos quais partilhados através da “Casa das Ciéncias”), baseados na utiliza-
¢do de dados cientificos reais na sala de aula. Enquanto docente da Escola Secundaria de
Loulé, tem ainda participado e coordenado diversos projetos nacionais e internacionais
(Comenius, Erasmus+, Ciéncia Viva no Ver&o, entre outros). E o coordenador do projeto
UNESCO na Escola Secundaria de Loulé desde setembro de 2018. E membro do Committee

on Education da European Geosciences Union (EGU) desde outubro de 2018.

Foi com o Hélder que aprendi que “ter sorte, dd um trabalho que nem queiras saber!”, mas
no fundo, isso é o que dd sabor a cada momento...
Tiago Mendes (ex-aluno)

Vi muitos alunos do ensino secunddrio, sob a sua orientagdo, desenvolver trabalhos de
investigagdo cientifica que orgulhariam qualquer institui¢do universitdria... Em articulagéo,
estiveram sempre presentes os conteudos a ser lecionados, com efeitos no desempenho
desses alunos nos momentos de avaliagéo escolar.

Alexandre Costa (Professor de Fisica e Quimica,
Presidente da Associacdo Europeia para o Ensino da Astronomia)

“Professor do Ano” é a distincdo atribuida anualmente pela Comissdo Editorial da Casa
das Ciéncias a um professor em reconhecimento do seu mérito como docente do ensino ba-

sico ou secunddrio e da sua disponibilidade de partilhar a sua experiéncia com os colegas.
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Efeitos do ruido na
audicao

Literacia em salde na era digital

David Tomé*#, Alberto Caeiro*, Fatima Castro*, Catarina Neto,

Tiago Santost, Paula Lopes'*

‘Departamento de Audiologia, Escola Superior de Satde, Politécnico do Porto (ESS-P.Porto)
*Neurocognition Group, Laboratory of Psychossocial Rehabilitation, ESS-P.Porto, Portugal
‘Departamento de Ciéncias Experimentais, Escola Secundaria Dr. Manuel Gomes de Almeida, Espinho

*Universidade Aberta — doutoramento em Relagdes Interculturais (doutoranda)

*dts@ess.ipp.pt

Com a evolugao da tecnologia, os jovens utilizam cada vez mais dispositivos portateis
para entretenimento, aprendizagem e como forma de comunicagdo. A maioria da
utilizagdo destes dispositivos envolve uma exposigdo excessiva e desnecessdria ao
ruido e/ou a sons de elevada intensidade, que podem provocar perda auditiva. O setor
educacional, pela sua abrangéncia, é um parceiro importante para a concretizagao de
sensibilizagOes e agGes promotoras da salde individual e de grupo tendo como objetivo
o bem-estar de toda a comunidade escolar. Assim, as escolas serao o local de eleicao

na preservacao auditiva e na sua promocao.

Com a evolugdo da tecnologia, atualmente os jovens utilizam cada vez mais dispositivos
portateis para entretenimento, aprendizagem e como forma de comunicacéo!. Devido a
popularidade que estes equipamentos obtiveram ao longo dos anos, estima-se que 90%
dos estudantes universitarios possuam algum tipo destes dispositivos pessoais de escuta
(DPE)2.

A sua utilizagdo, envolve muitas vezes uma exposigdo excessiva e desnecessaria ao rui-
do e/ou a sons de elevada intensidade, que podem provocar perda auditiva, sendo atual-
mente a exposigdo prolongada a elevados niveis de ruido considerada uma questao de sau-
de publica, tendo sido historicamente elaborada legislagdo em 2006 com o Decreto-Lei
182/2008, de 6 de setembro®*. Para além disto, verifica-se ainda um aumento da poluigao
sonora nas cidades ou mesmo perto dos locais que estes jovens costumam frequentar, o
que podera contribuir ainda mais para o risco de perda auditiva e/ou sintomas otoldgicos
associados no ambito das suas atividades de lazer, para além de outros problemas de sau-
de que se fazem sentir a curto médio ou longo prazo, com grande impacto na sua qualidade
de vida.

A exposicao continua ao ruido e a sons de elevada intensidade, pode resultar na pro-
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gressiva morte ou lesdo, lenta mas irreversivel, das células ciliadas do ouvido interno e
6rgado de Corti (coclea; FIGURA 1)>8. Esta perda celular é sensorioneural e irreversivel,
ndo tendo as células ciliadas capacidade de regeneragdo. Podera também despoletar
outros sintomas como por exemplo zumbidos, fadiga, diminuigdo da eficiéncia no tra-
balho, alteracGes do ritmo cardiaco, do sono e da tens3o arterial e, por ultimo, stress’.
Sendo que estes problemas variam de acordo com a tolerancia e suscetibilidade de cada

individuo®.

FIGURA 1. Imagem das células ciliadas no 6rgao de Corti ao Microscopio Eletronico de Varrimento (MEV) antes (a
esquerda) e apds (4 direita) exposicao ao ruido num porquinho-da-india. E possivel observar que nas células ciliadas
danificadas, muitos estereocilios sdo interrompidos ou ausentes. Este tipo de danos levam a uma perda auditiva
sensorioneural irreversivel. Modificado de Chen et al, doi: 10.1371/journal.pone.0100774 (cortesia).

Existe hoje em dia uma grande preocupacao por parte dos profissionais de saude pelas
perdas de audicio provocadas pela exposig¢ao ao ruido (PAIR - perda auditiva induzida pelo
ruido), ndo so6 devido aos DPEs (smartphones, iPod, leitores de mp3, etc.), como também
a frequéncia de ginasios ou discotecas, onde os niveis sonoros sdo de grande intensidade,
sendo possivel que os equipamentos utilizados nem sempre estejam de acordo com a le-
gislacdo vigente. Além disso, o tempo de exposigdo por parte dos utilizadores poder ser
excessivo, muito por falta de informac&o ou sensibilizagdo para comportamentos de risco.
Relativamente aos DPEs, dependendo do tipo de auscultador utilizado, a saida maxima
tem uma variancia de nivel sonoro méaximo entre 83,4 e 107,3 dB(A)°. Tendo em conta que
por regra geral ndo deveriam exceder os 85dB(A), os dispositivos digitais representam
um perigo para o sistema auditivo®1°, Alguns dispositivos alertam quando se atinge um
nivel de volume prejudicial para a audigdo, ndo significando que as normas do fabricante
estejam de acordo com a legislagdo de cada pais. Os impactos dos comportamentos de
risco atras mencionados, no sistema auditivo, sdo semelhantes aos sofridos pelos traba-
lhadores expostos ao ruido*': A mudanca temporaria do limiar auditivo (fenémeno de fadi-
ga auditiva, observada quando o individuo é exposto a niveis de pressdo sonora elevados,
leva a um aumento dos limiares auditivos, mas normaliza apds um repouso de cerca de
14 horas a 3 dias); a PAIR (quando ndo ha recuperagao dos limiares auditivos, sendo ca-
racterizada como uma perda auditiva do tipo sensorioneural irreversivel, gradual, muitas
vezes bilateral, provocada pela exposigdo continuada a elevados niveis de press&o sonora,

ndo dolorosa nem relacionada a desconforto auditivo); e o traumatismo acustico (quando
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a configuracdo audiométrica da PAIR tem um escotoma ou queda numa determinada fre-
quéncia, habitualmente os 4000 ou os 2000 Hz, devido a uma maior vulnerabilidade destas
frequéncias a onda hidromecéanica que percorre a coclea). Assim, exposicdo ao ruido ou
sons de elevada intensidade provocam uma excessiva estimulagao coclear, originando que
as células ciliadas (auditivas) presentes na cdclea (6rgao de Corti) libertem uma grande
guantidade do neurotransmissor glutamato, provocando um edema e rebentamento do bo-
tdo sinaptico (excitotoxicidade) e consequente morte celular.

A PAIR pode causar nos jovens graves problemas nas dimensdes do aproveitamento
escolar, convivio social e futuramente nas suas vidas profissionais. Promover a satude audi-
tiva dos adolescentes, que serdo futuros adultos e cidadaos promotores de saude, é eficaz
pelo esclarecimento e consciencializacdo da adogdo de um estilo de vida saudavel e de um
bem-estar harmonioso'?. Tendo Portugal, no ano de 2015, 1 450 134 estudantes matricu-
lados no ensino basico, secundario ou CET, esta populacao constituir-se-a como alvo de
atencao primordial neste estudo uma vez que sao os adolescentes, o grupo mais propenso
a adesdo de forma mais f4cil a estilos de vida saudaveis, nomeadamente no que respeita
a salde auditiva.

De forma a proteger e preservar a saude auditiva das geragdes mais novas, é necessa-
ria a existéncia de programas de sensibilizagdo que possam explicar de forma adequada
as diferentes faixas etarias, quais os comportamentos de risco, as suas consequéncias e
também formas de protegdo e reabilitagdo. Promovendo também a literacia em saude,
gue se define pela "capacidade de tomar decisées fundamentadas, no decurso da vida do
dia-a-dia, em casa, na comunidade, no local de trabalho, na utilizagao de servigos de satde
(...) aumentando o controlo das pessoas sobre a sua saude, a capacidade para procurar
informac&o e assumir responsabilidades”!®, Existe uma relagdo entre o nivel de literacia e
o estado de salde da pessoa. Sabe-se hoje em dia que um nivel inadequado de literacia em
saude acarreta muitos custos para o sistema, nas mais variadas areas da saude.

Esta adocio de comportamentos de satde positivos tem impactos que incluem!*

: me-
Lhor estado e redugdo de custo em saude, aumento dos conhecimentos em saude e utiliza-
¢do menos frequente dos cuidados/servigos de salde. A par desta intervengdo pedagdgica,
é relevante implementar medidas e agdes de salde escolar a semelhanga de outros paises
europeus, como a realizagdo na mudanca de ciclo de rastreios auditivos escolares por pro-
fissionais especializados (p.e.: audiologistas) e formagdes/sessdes de esclarecimento e
sensibilizacdo sobre o funcionamento do sistema auditivo, os efeitos da exposi¢cdo sonora
na audigdo, os comportamentos de risco, tipos de protetores auditivos e como preservar a

saude auditiva consoante a situacio.

Consideracoes finais

0 setor educacional, pela sua abrangéncia, € um parceiro importante para a concretizacio
de sensibilizagdes e agdes promotoras da saude individual e de grupo tendo como objetivo o
bem-estar de toda a comunidade escolar. Assim, as escolas serao o local de eleigdo destina-
dos as areas da preservacao auditiva e a sua promogao. Sugere-se um plano de promogao de
saude auditiva, promovendo assim habitos de escuta seguros e sensibilizando os jovens para
os efeitos nefastos da exposigdo prolongada e continua a sons com intensidades elevadas.

Para além disto, a integracdo destes dados num futuro plano de salde auditiva a nivel na-
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cional é algo vantajoso pois seria possivel realizar campanhas e palestras de sensibilizacao,
com o intuito de modificar habitos precocemente, bem como a realizagao de rastreios auditi-
vos para que seja possivel uma detecc3o e intervengdo atempadas.

Um dos objetivos da ESS-P.Porto, é que os estudantes de licenciatura desenvolvam a pro-
mocao da reflexividade, andlise critica e o desenvolvimento de respostas criativas ajustadas
as particularidades dos contextos. Neste sentido, esta € uma iniciativa de inovagdo pedago-
gica que permite, em particular aos estudantes de Audiologia, a aquisicdo de competéncias
na prevencdo e comunicagido em cuidados de salde primarios, em contexto escolar (ndo

hospitalar) num trabalho presencial e de proximidade.
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Mecanica dos
Fluidos

Eduardo Lage

Universidade do Porto
ejslage@gmail.com

Perante a enorme variedade e natureza dos fluidos e o vasto e diverso tipo de
comportamentos que apresentam, podiamos ser levados a pensar que ndo haveria
uma descrigao universal da sua mecanica. Contudo, ndo é assim: as leis que regem a
dindmica de qualquer fluido sdo bem conhecidas e derivam de principios universais.
Sendo assim, onde esta a dificuldade em descrevermos quantitativamente o escoamento

de um fluido nas suas multiplas manifestacoes?

A resposta pode ser ja adiantada, embora sé mais adiante se percebera cabalmente a sua
esséncia: as equacgdes basicas sdo altamente nio lineares, um capitulo da matematica
ainda por desenvolver completamente. Mesmo a simulagcdo numérica destas equagbes
apresenta, muitas vezes, o fendmeno de caos onde a evolugao, para os mesmos dados, da
dindmica de um fluido, embora inteiramente determinista, acaba por originar solugées que
divergem exponencialmente ao longo do tempo quer porque a introdugao dos dados num
computador necessariamente introduz arredondamentos, quer porque as proprias equa-
¢Oes tém que ser discretizadas originando uma dependéncia na “finura” da malha utilizada.
E devido ao caos que previsbes meteoroldgicas sé sdo fidveis para poucos dias, mesmo
quando se recorre aos computadores mais avangados. Perante isto, percebe-se que so-
lugdes analiticas daquelas equagdes ndo sdo frequentes, mas existem e sdo de grande
importancia porque tém um grande dominio de aplicagdes e porque permitem aferir o grau
de fiabilidade de solugdes numéricas. Compreende-se, também, que, na pratica, aquelas
equacgdes fundamentais sejam objeto de aproximagdes determinadas por nimeros adi-
mensionais (Mach, Taylor, Froude, Prandtl, Rayleigh, Reynolds, etc.), os quais medem a
importancia relativa de varios termos nas equagoes, justificando a aproximacao utilizada e
0 ambito da sua aplicagdo. Mais abaixo, ver-se-a um exemplo.

Genericamente, um fluido em movimento é descrito por varios campos® que mutuamen-
te se influenciam.

a) Em primeiro lugar, temos, evidentemente, o campo (vetorial) de velocidades
ele indica, em cada ponto, a velocidade da pequena porgao de fluido ai localizada, em cada

instante. Uma linha de corrente €, em cada instante, tangente, em cada ponto, a velocidade

+Ver "Campos”.
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naquele ponto e instante; em geral, ndo coincide com a trajetdria de qualquer pequena
massa, como se pode observar, com bastante atengdo, no movimento de um ribeiro. Sé no
caso do movimento permanente (i.e. nada depende explicitamente do tempo) uma linha de
corrente coincide com a trajetéria das particulas que nela se localizem A partir do campo
de velocidades, constréi-se o campo (vetorial) de aceleragoes - € a aceleragdo a
que esta submetida a pequena massa naquele ponto e naquele instante. Esta descrigéo é
conhecida por formulagao de Euler mas, apesar da sua simplicidade, esconde uma relagdo
nada trivial entre os dois campos considerados. Com efeito, para obter a aceleracgio da pe-
guena massa temos de comparar a sua velocidade inicial com a velocidade que tem noutro
instante: ora, durante este pequeno intervalo de tempo, a pequena massa deslocou-se da

primeira para a segunda posicao, isto é:

Introduzimos, aqui, o operador designado por derivada hidrodindmica: ele
determina, para qualquer grandeza, a taxa de evolugcao temporal dessa grandeza quando

acompanhamos uma pequena massa.

b) Em segundo lugar, surge o campo (escalar) da massa especifica , @ massa por
unidade de volume. Se n3o existirem reagdes quimicas ou nucleares, a massa de qualquer
pequena porgdo do fluido conserva-se, evidentemente, mas ira, em geral, ocupar diferen-
tes volumes ao longo do tempo e, portanto havera alteracdes locais da massa especifica.
Deixamos, aqui, registada a equag3o a que tem de obedecer a massa especifica, conhecida

por equacgao da continuidade, remetendo para outro lugar a sua dedugéo:

Podemos dar uma outra forma a esta equagao de maneira a torna-la mais transparente.

Designemos por v o volume ocupado pela unidade de massa (ndo confundir o simbolo

com o simbolo da velocidade). E 6bvio que . Entao:
Isto é, a taxa de variagdo percentual do volume por unidade de massa, , € simplesmen-
te determinada pela divergéncia do campo de velocidades: . Entao, se pudermos

considerar o fluido como incompressivel, i.e., a mesma massa ocupa sempre o mesmo volume,
o campo de velocidades tem divergéncia nula, resultado de grande importancia em varias apli-

cacgdes.
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FIGURA 1. Evocacgao, em selo, de Charles Navier e George Stokes, e da equagdo que leva 0s seus nomes.

¢) Em terceiro lugar, temos de considerar os campos de forgas que atuam sobre o flui-
do. Desde logo, o peso que origina a densidade volumica , mas para varias situacoes,
sobretudo em meteorologia ou geofisica, também a forga de Coriolis? devida a rotagéo da
Terra. O campo de pressdes determina outra importante forga: se a pequena massa esta
submetida a uma pressdo nao uniforme, surgira uma forga que aponta da maior para a me-
nor pressao, i.e., oposta ao gradiente de pressoes, originando a densidade volumica
Em fluidos viscosos ha, também que incluir as tensdes viscosas; no caso de fluidos newto-
nianos® e isotrdpicos, a tensao é proporcional o gradiente da velocidade, daqui resultando a
densidade volumica* onde é o coeficiente de viscosidade dindmica
e { é o coeficiente de viscosidade volimica, ambos, aqui supostos constantes. Note-se que
0 Ultimo termo da expressao anterior, desaparece para fluidos incompressiveis; em qual-
quer caso, ele serd ignorado no que se segue (tal termo, porque proporcional a um gra-
diente, pode ser adicionado ao termo de presséao, redefinindo, assim, este tltimo campo).

Com estes resultados, a equagao fundamental da dinamica escreve-se:

Ea equacdo de Navier-Stokes, a equagdo fundamental para fluidos viscosos®. Ela tem
de ser completada com as condigdes fronteira: perfeita aderéncia a corpos sélidos (i.e., as
velocidades do fluido e do sélido sdo iguais nos pontos de contacto) ou na superficie que
separa dois fluidos viscosos e imisciveis.

Como aplicagao, considere-se o escoamento entre dois planos horizontais, estando fixo
o de baixo e movendo-se o de cima com velocidade uniforme U (ver FIGURA 1 em “Visco-
sidade”). O escoamento é suposto permanente e o fluido é considerado incompressivel.

Tomemos o eixo x no plano horizontal, alinhado com a dire¢cdo do movimento do fluido, e o

2\er “Forga”.
3Ver “Fluidos”. 5 ) "
40 simbolo A representa o laplaciano: A = a‘i, +%+%

5 A existéncia e unicidade de solugdo desta equacao para condigdes gerais, € um dos problemas do Prémio Milénio
ainda sem solugao.
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eixo y na vertical; o terceiro eixo z, normal aos anteriores, ndo desempenha, aqui qualquer
papel. E dbvio que as linhas de corrente sdo horizontais, coincidindo com as trajetdrias
das pequenas massas. O campo de velocidades reduz-se a componente v_que nio pode
depender do tempo (movimento permanente), nem da coordenada x (fluido incompres-
sivel), nem da coordenada z (por simetria). Assim, v _(y), apenas. Entao, a velocidade
de qualquer pequena massa permanece constante ao longo da linha de corrente, i.e., € nula a
sua aceleragdo. Projetando a equagao de Navier-Stokes segundo o eixo y, obtemos o campo
de pressdes que se reduz, afinal, a pressao hidrostatica. Projetando segundo o eixo x, obtemos
, que se integra facilmente com as condigdes de aderéncia aos dois planos: ,

onde h € a distancia entre os planos. Assim, o caudal (em volume), por unidade de comprimento
transversal (i.e., segundo z) é . O plano superior exerce a tensao tangencial
, mas move-se uniformemente pelo que a poténcia das forgas que temos

de aplicar para manter o seu movimento é dissipada sob a forma de calor no seio do fluido.

d) O exemplo atras elaborado mostra que, em fluidos viscosos, deve, também, ser con-
siderado o campo (escalar) da temperatura, o qual se revela responsavel por dois efeitos
importantes: por um lado, os coeficientes de viscosidade variam fortemente com a tempe-
ratura® e, portanto, ndo poder&o, em geral, ser considerados constantes; por outro lado, se
a temperatura nao for uniforme, havera propagagao de calor por condugéo ou por conve-
x30, surgindo esta ultima pela dilatag&do térmica do fluido. Nao prosseguiremos aqui estes

importantes tdpicos, mas a que retornaremos noutras publicagdes.

e) Por ultimo, temos de analisar o campo de pressdes. Cada pequena massa deve ser
encarada como um sistema termodinamico, o que pressupde ser formada por um niimero
de 4tomos ou moléculas da ordem do nimero de Avogadro. Além disso, admitimos que tal
pequena massa esta em equilibrio termodinamico, obedecendo a uma equacéo de estado
que relaciona a pressio, temperatura e massa especifica. Por exemplo, para um gas ideal
é , onde M é a massa molecular, R a constante dos gases perfeitos e T'a tem-
peratura absoluta. Este equilibrio é designado por equilibrio local porque assumido para
qualquer pequena massa, embora possa nao haver, e geralmente nao ha, equilibrio global
de todo o fluido como se depreende da existéncia de um campo de temperaturas, em geral

nao uniforme.

Os considerandos anteriores servem, essencialmente, para fazer intuir que o escoamento
de um fluido apresenta um enorme desafio matematico que s6 em casos relativamente sim-
ples, embora importantes, é suscetivel de solucdo analitica. Um dos principais recursos uti-
lizados em muitas aplicagdes, consiste em tornar adimensional a equagdo de Navier-Stokes
como, a seguir, ilustraremos com um exemplo simples. Imaginemos um fluido viscoso e
incompressivel mover-se através de uma configuragcdo geométrica caracterizada por um

comprimento L tipico, por exemplo o didmetro de uma esfera ou de um cilindro iméveis

5Ver “Viscosidade”.

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2018.029 | dexeynoeo2{1B018 24


http://doi.org/10.24927/rce2018.084

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

no seio do fluido obrigado, assim, a escoar-se em torno destas figuras. Designemos por
¥ uma velocidade tipica do fluido, por exemplo a velocidade em regiGes afastadas daque-
las figuras ou determinado pelo caudal. Podemos, agora, mudar para variaveis adimen-
sionais, notadas por uma plica, definidas como segue:

Substituindo na equagéo, obtém-se:

_pLV
]
fluidos, em geometrias semelhantes, obedecem a esta mesma equagao adimensional, en-

onde Re € o numero de Reynolds (adimensional). Daqui decorre que, se dois
tdo0 o comportamento dos dois fluidos é idéntico, apenas tendo que se mudar as escalas.
E assim que avides e automéveis sao “experimentados” em tuneis de vento, bastando efe-
tuar as experiéncias com miniaturas geometricamente semelhantes, desde que se garanta
que objeto e miniatura estdo submetidos ao mesmo nimero de Reynolds. O ponto mais
interessante destas leis de escala é ndo ser necessario resolver qualquer equacg3o para se
conseguir obter respostas adequadas para o sistema de interesse. Por exemplo, a tensdo

viscosa q%’ = %gz. qguando integrada sobre a superficie do sélido em contacto com

o fluido, origina uma forga A4x ¥L, onde 4 é um nimero adimensional que dependera do
nimero de Reynolds; do mesmo modo, a pressao, integrada sobre a mesma superficie
determina uma resultante Bp #>L?, onde B é outra constante adimensional que também
depende do nimero de Reynolds. Estas constantes 4 e B podem ser medidas experimen-
talmente, daqui resultando que a forga exercida pelo fluido sobre o sélido tem a forma
AnVL + Bp V'L’ = qVL(A4 + BRe).

Voltando a equagao anterior, vemos que para grandes nimeros de Reynolds, poderemos,
como primeira aproximacgao, ignorar o termo da viscosidade, simplificando a equagao fun-

damental da dinamica para a seguinte forma:

Esta é a equacdo de Euler que rege a mecanica de fluidos perfeitos, i.e., sem viscosidade.
Embora de forma aproximada, esta equacao descreve um inimero conjunto de aplicacdes,
como se vera noutras publicagées. Aqui, importa realgar que uma solugdo da equagido de
Euler como aproximacao para um fluido viscoso, falha nas proximidades de corpos sdlidos
ou nas interfaces entre liquidos. Tal acontece devido as diferentes condigGes fronteira que

fluidos viscosos e perfeitos apresentam naquelas circunstancias.
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A)

B)

FIGURA 2. Escoamento de um fluido viscoso em torno de uma esfera. A camada limite estd marcada a vermelho,
separando-se da esfera para maior nimero de Reynolds, aparecendo, neste caso, vértices no seu interior. O fluido é
livre de vorticidade fora da camada limite, representada pelo sombreado. Em A) a camada limite ainda esté ligada a
esfera, apesar de continuar para além dela. Em B) o fluido separou-se, formando vortices por tras da esfera.

Um fluido viscoso adere ao sélido enquanto que um fluido perfeito apenas satisfaz a
condigao de ndo entrar nem sair do sélido. Deste modo, um fluido viscoso comportar-se-a
como perfeito até uma certa distancia do corpo sélido ou da interface com outro fluido.
Define-se, assim, a camada limite, a regido dentro da qual a diferenga relativa entre os
campos de velocidade de um fluido viscoso e de um fluido perfeito é superior a, por exem-
plo, 10%. No exterior dessa camada limite, a equagao de Euler constituird uma excelente

aproximacao da equacao de Navier-Stokes.
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Os fungos sdoorganismos que podem ser encontrados em quase todos os ambientes
(terrestres e aquaticos) a colonizar uma grande variedade de substratos (solo,
agua, plantas, detritos organicos). O nimero estimado de espécies de fungos é de
2,2 a 3,8 milhoes em oposicao a cerca das 120 000 descritas. No que diz respeito
a classificacao dos organismos vivos, os fungos pertencem ao Dominio Eucarya e
estdo mais préximos dos animais do que das plantas, compartilhando o ancestral
com os animais. Os fungos pertencem ao Reino Fungi e estao distribuidos por 6
filos e 4 sub-filos. Podem ser definidos, com base nas caracteristicas morfoldgicas
e fisioldgicas, como organismos eucariontes, na maioria com soma filamentoso
(micélio), heterotréficos com uma nutricdo osmotroéfica ou por absorcao, diferente
da dos restantes eucariontes. Propagam-se por esporos formados por meiose no
processo de reproducdo (meidsporos) e por esporos de propagacdo vegetativa
formados por mitose (mitésporos). Como resultado do seu metabolismo os fungos
podem ser prejudiciais (por exemplo devido a producdo de micotoxinas) no
entanto muitos sdo benéficos para o homem, sendo utilizados em varias industrias

nomeadamente na farmacéutica e na alimentar.

Os fungos ocorrem numa grande diversidade de ambientes: terrestre, marinho, dul-
caquicola e aéreo, com uma distribuicdo global, das regiGes temperadas as polares.
Apresentam grande diversidade de formas, de ciclos de vida e de modo de vida. Os
fungos na sua maioria sdo saproébios, mas também existem fungos parasitas (de ani-
mais, de plantas e de outros fungos), simbiontes mutualistas (como liquenes, mi-
corrizas e ainda associagcbes com insetos e outros animais) e predadores de animais
microscoépicos.

Em 1991, foi apresentada uma estimativa conservadora para a biodiversidade fun-
gica de 1,5 milhdes de espécies!. Os calculos basearam-se no nimero de plantas
vasculares e de fungos descritos para a Gra-Bretanha e na constatagao que existi-
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riam 6 espécies fungicas para cada uma das plantas vasculares.

Em 2011, Blackwel, baseado em dados moleculares, apresenta uma nova estimati-
va de 5,1 milhdes de espécies fingicas?. Recentemente, em 2017, foram estimados
novos nimeros de espécies para a biodiversidade fungica global: 2,2 a 3,8 milhdes®.
Nesta estimativa foram consideradas: as espécies cripticas, os dados de sequen-
ciacdo das amostras ambientais, a comparacao entre dados moleculares e dados
morfoldgicos, as novas extrapolagdes da proporcdo fungo por planta, os hot spots
de biodiversidade, os ambientes pouco inventariados e os materiais de colecdo em
estudo. O nimero de espécies fungicas descritas ¢ 120 000, que é cerca de 3 a 8% do
niimero estimado de espécies®.

Até a primeira metade do século XX, os fungos integraram o Reino Plantae, na sub-
diviso Thallophyta. Em 1969, Whittaker® criou o Reino Fungi estabelecendo a sua
separacgio dos restantes Reinos (Animalia, Plantae, Monera e Protista). Woese et al.
(1990), com base na anélise de sequéncias de rRNA, apresentaram um sistema de
classificagdo dos organismos vivos em 3 dominios: Eucarya (eucariontes); Bacteria
(eubactéria) e Archae (bactérias terméfilas extremas, metanogénicas e halofitas ex-

tremas), estabelecendo a origem comum para os seres vivos.

FIGURA 1. Codosiga gracilis. 1 - Flagelo; 2 - Colar; 3 - Pedunculo.

Codosiga gracilis membro dos coanoflagelados, organismo com um flagelo e um
colar, é considerado o ancestral dos fungos e dos animais® (FIGURA 1). Os fungos
flagelados Olpidium brassicae e Rozella sp. com posigao filogenética incerta, sdo en-
doparasitas e apresentam um soma reduzido a um corpo esférico, o qual absorve os
nutrientes do citoplasma circundante do hospedeiro. Microsporidia sdo parasitas in-
tracelulares (principalmente de animais) sem mitocéndrias e com quitina e trealose
na parede celular dos esporos (como os fungos). Os estudos moleculares realizados

ndo suportam uma posicao filogenética dentro do reino fungi 7 (FIGURA 2).
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FIGURA 2. Arvore filogenética para o Reino Fungi (adaptada daTree of Life Web project).

Os fungos sensu stricto sdo organismos eucariontes, heterotrdficos, unicelulares
(leveduras) ou constituidos por um sistema de filamentos ramificados (as hifas),
maioritariamente aerdbios, obtém os seus nutrientes por absorcdo. Neste processo
ocorre a produgao e excregdo de enzimas que decompdem as moléculas complexas
presentes nos substratos, em moléculas mais simples e soliveis em agua, sendo
estas posteriormente absorvidas para o interior do soma através da parede celular
e da membrana citoplasmatica. A parede celular é constituida por polissacarideos
principalmente por quitina, glucanas, galactomananas e proteinas sdo os compostos
mais frequentes, embora a quantidade varie entre as diferentes espécies de fungos.
0 principal esterol das membranas € o ergosterol.

A maioria apresenta no seu ciclo de vida duas fases de reproducao que culminam
com a produgdo de esporos, nomeadamente uma fase sexuada com producio de
meidsporos e uma fase assexuada com producio de mitésporos.

0 crescimento dos fungos € influenciado por factores abidticos (temperatura, hu-
midade, concentracio de oxigénio e de diéxido de carbono e pH) e substancias quimi-
cas (nutrientes, vitaminas, fatores de crescimento)®.

Para os fungos dimérficos a variacdo de alguns fatores abidticos e quimicos (tem-
peratura, teor de oxigénio, pH e nutrientes no meio) funciona como interruptor de al-
ternancia entre os somas leveduriforme e filamentoso (exemplos: Candida albicans,
Cryptococcus neoformans, Fusarium oxyporum, Mucor rouxii, Beauveria bassiana).

Aidentificagdo dos fungos baseia-se essencialmente na observacao e caraterizagao
morfolégica (macroscépica e microscépica) das estruturas vegetativas e reproduto-
ras produzidas durantes os varios estadios de maturacao, com posterior utilizacdo de
chaves dicotémicas, sendo atualmente complementada com os dados provenientes
da biologia molecular (andlises de sequencias de DNA, RNA e de proteinas).

A formacao de esporos por mitose, por conseguinte esporos de propagagao vege-
tativa e por isso denominados mitésporos, pode ocorrer dentro de estruturas simples
(exemplos: zodsporos e esporangidsporos) dando origem a enddésporos ou externa-
mente a partir do soma flngico dando origem a exdsporos (exemplo: conidios). A

reproducdo sexuada implica a ocorréncia de plasmogamia, cariogamia e posterior
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meiose que culmina na produgdo de meiésporos. Os meidsporos denominam-se: zi-
gbsporos - quando se formam por meiose do zigoto, a Unica estrutura dipldide no
ciclo de vida de alguns fungos; ascdsporos — os que se formam por meiose em ascos
e basididsporos — os que se formam por meiose em basidios (FIGURA 3A e 3B).

FIGURA 3A. Fase assexuada de 4 fungos filamentosos.1 - Aspergillus sp. Conidiéforo com vesicula terminal
e conidios. 2 - Cladosporium sp. Conidiéforo com conidios. 3 - Stachybotrys sp. Conidiéforos com fialides e
conidios.4 - Penicillium sp. Conidiéforos monoverticilados com cadeias basipetas de conidios (Barras das figuras:
1=50 m;2=15 m;3=16 m;4=50 m;5=25 m). (Fotografias de Azevedo, E.).
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FIGURA 3B. Fase sexuada de 4 fungos filamentosos. 5 - Absidia sp. Zigésporo maduro com apéndices. 6 - Mucor
hiemalis Wehmer (1903). Zigdsporo maduro. 7 - Halosphaeria apendiculata Linder (1944). a) Peritécio. b)
Asco unitunicato imaturo. c) Ascésporo com apéndices mucilaginosos. 8 - Nia vibrissa R. T. Moore & Meyers
(1961) a) Basidiocarpo de cor branca com pélos peridiais. b) Basidios imaturos. ¢) Basidiésporo com apéndices
mucilaginosos. (Barras das figuras: 5e6 =50 m;7a=100 m;7b=15 m;7c=10 m;8a=1mm;8b=20 m;
8c =10 m). (Fotografias de Azevedo, E.).

A importancia econdmica dos fungos é muito vasta. Sdo importantes produtores de
acidos organicos como o acido citrico, fumarico e glutdmico e também produtores de
metabolitos secundérios e enzimas com diferentes aplicages® (QUADRO 1).

Os fungos também sdo responsaveis pela produgdo de muitos dos nossos alimen-
tos. A levedura Saccharomyces cerevisiae, com soma unicelular e conhecida pelo
nome vulgar de levedura do padeiro, € o microrganismo usado no fabrico do pdo. As
leveduras com o metabolismo fermentativo, no qual utilizam a glucose produzindo
etanol e didxido de carbono, sdo também utilizadas na producgéo de bebidas alcooli-
cas como o saké Japonés, a cerveja e o vinho.

As espécies Penicillium camemberti, P. roquefortii e P. caseiolum s&o responsaveis
respetivamente pela produgédo dos queijos Camembert, Roquefort e Brie, conferindo

distintos sabores, texturas e aromas a estes queijos.
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QUADRO 1. Exemplos de metabolitos secundarios e de enzimas produzidos comercialmente a partir de
fungos e respetivas aplicagées (adaptado de Deacon, 2006).

Metabolito Fungo Aplicagao

Penicilinas Penicillium chrysogenum Antibacteriano

Cefalosporinas Acremonium chrysogenum Antibacteriano

Griseofulvinas Penicillium griseofulvum Antifungico

Ciclosporinas Tolypocladium spp. Imunosupressor

Giberelinas Giberella fujikuroi Hormona de plantas

Ergotinas Claviceps purpurea Muitos efeitos incluindo:
tratamento de enxaquecas;
vasoconstritor; vasodilatador;
anti-Parkinson; anti-
hipertensao e disturbios
psiquiatricos

Enzima

a-amilase Aspergillus niger, A. oryzae Hidrélise do amido

Protease Aspergillus spp. Hidrélise de proteinas
(panificagao)

Pectinase Aspergillus, Rhizopus Clarificagdo de sumos de fruta

Lipase Mucor, Aspergillus, Penicillium  Lacticinios e detergentes

Renina Mucor spp. Coagulagao do leite

Celulase Trichoderma reesei Industria alimentar

Lactase Aspergillus niger Industria alimentar

Muitos dos cogumelos silvestres sdo comestiveis e por isso sdo colhidos no campo
e comercializados em mercados, entre os mais apreciados estdo as trufas (Tuber
melanosporum e Tuber magnatum), pertencentes ao filo Ascomycota, cujos asco-
carpos lembram tubérculos, com odor carateristico e que sdo diferenciados debaixo
do solo (hipdgeos). As trufas formam micorrizas com as raizes de arvores como o0s
carvalhos.

Nos ultimos anos registou-se um aumento consideravel das atividades econdmicas re-
lacionadas com a exploracdo dos cogumelos silvestres. Varias associagoes micoldgicas
promovem festivais de miscaros (Amanita ponderosa, Lactarius deliciosus), associando a
colheita deste recurso a prova gastrondmica das espécies encontradas.

Algumas espécies de fungos pertencentes ao filo Basidiomycota ja sdo cultivadas em
estufas e os seus corpos frutiferos — basidiocarpos — sdo comercializados em supermer-
cados. Em Portugal, os principais cogumelos comercializados sdo: Agaricus bisporus
(“champignon de Paris”), Pleurotus ostreatus (cogumelo ostra), Lentinula edodes ("shii-
take") e Lactarius deliciosus (miscaro, sancha). Como curiosidade, os fungos conhecidos
pelo nome vulgar de “champignon de Paris” sdo muito apreciados e utilizados em receitas
culinarias como strogonoff, risotos e pizas. Sdo ricos em proteinas, em vitaminas do com-
plexo B e em sais minerais, como o Ca, K, P, e Mg.

Considerando o elevado nimero estimado de espécies flingicas ainda por identificar é
de prever que num futuro préximo, com os avancgos cientifico-tecnoldgicos, seja possi-
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vel obter novos produtos (como novos medicamentos, bioferilizantes, novos alimentos) a
partir destes organismos, aumentando deste modo o sucesso da aplicacdo dos fungos em

beneficio do homem e do ambiente.
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Uma propriedade universal dos fluidos e que se manifesta como uma forga de atrito.

Qual a origem microscopica da viscosidade!? Recordemos a sua defini¢do fenomenold-
gica: para manter um fluido (gas ou liquido) em escoamento permanente entre dois pla-
nos (FIGURA 1), estando fixo um deles e movendo-se uniformemente o outro, € necessario

aplicar uma tensao tangencial 7 neste outro, originando-se, desta forma, um gradiente da
do,

velocidade o, (¥) o qual satisfaz  lei de Newton: ¢ =g , onde 7 é o coeficiente de vis-
cosidade do fluido. Somos, entdo, obrigados a concluir que esta é a tensdo que se exerce
em cada plano, paralelo aos anteriores, situado no interior do fluido, caracterizando a forga
tangencial, por unidade de &rea, que a parte do fluido acima do plano exerce sobre a parte

abaixo do plano.

FIGURA 1. A definigao do coeficiente de viscosidade.

Comecemos por considerar um gas ou vapor, 0 que nos permite ignorar, em primeira
aproximac3o, as forcas intermoleculares. Considerando a FIGURA 1, as moléculas, em
qualquer porgao do fluido, tém uma velocidade macroscopica sobreposta a sua agitagao
microscdpica. Imaginemos um plano horizontal no seio do fluido: ha moléculas, abaixo
deste plano, que passam, num curto intervalo de tempo, para cima, transportando uma
quantidade de movimento ligeiramente menor (porque é menor a velocidade macroscopi-
ca) que a quantidade de movimento das moléculas acima do plano; no mesmo intervalo de
tempo, igual2 nimero de moléculas atravessa o plano de cima para baixo, transportando

uma quantidade de movimento ligeiramente maior do que a quantidade de movimento das

*Ver “Fluidos”.
20 nimero de moléculas que atravessa o plano num e noutro sentido, durante o mesmo curto intervalo de tempo, é
estatisticamente o mesmo porque ndo ha transporte macroscopico de massa através do plano.
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moléculas abaixo do plano. Deste modo, o fluido acima do plano tende a diminuir a sua
guantidade de movimento, i.e, experimenta uma forga que o trava; enquanto o fluido abaixo
do plano tende a aumentar a sua quantidade de movimento, i.e., experimenta uma forga
gue o acelera. Baseando-nos nesta imagem, podemos deduzir uma expressao para o coe-
ficiente de viscosidade. Consideremos a unidade de area num plano intermédio y qualquer
da FIGURA 1. O nimero de particulas que, em cada segundo, atravessa esta area, de cima
para baixo, é %n {v), onde n € o0 numero de 4 particulas por unidade de volume e (t))
¢ a média da sua velocidade microscoépica. Cada uma destas particulas, de massa m,
transporta a velocidade macroscoépica ©, calculada, aproximadamente, em y + /, onde
1 é o livre percurso médio (distadncia média entre colisbes sucessivas). Portanto, a quan-
tidade de movimento transferida, por unidade de area e de tempo, de cima para baixo é
%n {o)Ymp.{y +1} ; de modo anélogo, a quantidade de movimento transferida, por unida-
de de 4rea e de tempo, de baixo para cima é %n {o Ymo.(y - ). Entao, o ganho de quan-
tidade de movimento, por unidade de area e de tempo, da parte do fluido abaixo do plano
é a diferenca destas duas quantidades, i.e., a tensdo tangencial exercida pela parte acima
do plano sobre a parte abaixo do plano é ¢ ;%n(v )ml%, pelo que 1 ;%n(z) Ymi.
Assim, um aumento de pressao, que faz aumentar a densidade, ou um aumento de tem-
peratura, que faz aumentar a velocidade microscdpica e, portanto, aumenta o fluxo de

particulas, levam a um aumento da viscosidade (FIGURA 2).

FIGURA 2. Variagdo do coeficiente de viscosidade num gas (ar seco)

Num liquido, a explicacdo anterior mantém-se, mas nido podemos ignorar as forgas in-
termoleculares: a muito maior densidade de um liquido em relagéo a um gas, significa, por
um lado, que é muito maior o nimero de moléculas a atravessar o plano imaginado, pelo
que é muito maior a viscosidade do liquido do que a de um gas, e, por outro lado, justifica
que o efeito da pressdo na viscosidade seja diminuto, porque um liquido é praticamente

incompressivel. Porém, um aumento de temperatura, se aumenta, como num gas, o fluxo
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de particulas, tem, como contrapartida, uma diminuigcdo da importancia do potencial in-
termolecular em relacgio a energia cinética microscopica, levando o liquido a ter um com-
portamento mais parecido com o de um gas, i.e., diminuindo a sua viscosidade (FIGURA 3).
Note-se a diferenca das escalas da viscosidade neste dois graficos.

FIGURA 3. Variacao o coeficiente de viscosidade com a temperatura num liquido (agua) .
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A 9

Do péndulo
simples ao péndulo
de Foucault

Eduardo Lage

Universidade do Porto
ejslage@gmail.com

0 péndulo simples é um dos instrumentos mais antigos para medir o ritmo do tempo. Na
sua forma mais primitiva, trata-se de uma pequena massa presa na extremidade de um fio,
considerado inextensivel e sem peso, o qual tem a outra extremidade fixa num ponto. Fa-
zendo-o oscilar num campo gravitico uniforme, o péndulo apresenta oscilagoes isdcronas,
para pequenas amplitudes, o que o torna num precioso reldgio que também pode ser usado
para medir indiretamente a longitude, fundamental para a navegacao até ao sec. XVIII, ou
para medir a intensidade do campo gravitico local, com importantes aplicagdoes em Geofisi-
ca. Mas o péndulo também pode ser posto a rodar em torno da vertical, um movimento que
tantas vezes observamos quando, distraidamente, fazemos girar as chaves de casa ou do
automovel suspensas por uma fina corrente. Estes dois tipos de movimento - oscilacéo e
rotagdo correspondem aos dois graus de liberdade que o péndulo apresenta, por exemplo,
o0 angulo 6 que o fio faz com a vertical e o dngulo ¢ que o plano do péndulo, definido pelo
fio e pela vertical passando pelo ponto de sustentagdo, faz com um outro plano vertical
fixo. Estes dois movimentos s6 em situagdes simples se apresentam separados no caso
geral, eles interferem mutuamente originando uma riqueza de comportamentos que nos

surpreende.

FIGURA 1. O péndulo simples.
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Se a Terra n3o rodasse, um péndulo manteria invariante (i.e., imdvel) o seu plano de oscilac3o.
Mas a Terra roda, o que torna o movimento do péndulo ainda mais interessante porque somos obri-
gados a considerar a forga de Coriolis originada por a Terra ndo ser um referencial inercial. Uma
imediata consequéncia deste facto é a rotagdo do plano do péndulo. Este péndulo de Foucault,
como passou a ser conhecido, permite-nos determinar a latitude do lugar onde o péndulo se situa.

E interessante observar gue o movimento do péndulo é inteiramente equivalente ao movimento
de uma pequena esfera rigida na superficie interior de uma esfera oca, de raio igual ao comprimento
do fio.

Neste artigo, é apresentada a analise genérica, mas detalhada, do movimento do péndulo sim-

ples, ignorando, primeiro, a rotagdo da Terra, para, depois, se estudar o péndulo de Foucault.

0 péndulo simples

A FIGURA 2 mostra a caracterizagdo dos dois graus de liberdade do péndulo e as forgas que
sobre ele atuam. Consideramos um sistema tri-rectangular de eixos Oxyz com origem no
ponto de suspensao, eixo z vertical. Este eixo e o fio, de comprimento ¢, definem o plano
do péndulo e permitem a sua caracterizagcdo mecanica através dos angulos 6 que o fio faz
com a vertical e ¢ que o plano do péndulo faz com um outro plano vertical fixo, contendo
a origem (na figura, o plano x,z). Indicamos, também, as forcas que se fazem sentir sobre
a massa m presa na extremidade livre do fio: 0 seu peso, mg, vertical e a tensao t exercida
pelo fio. Daqui resulta uma imediata e importante consequéncia: o fio pode puxar a massa,

mas nao a pode empurrar, pelo que:

>0 )

Se esta condicdo ndo se verificar, o fio deixa de estar esticado e 0 movimento tem que
passar a incluir a distancia a origem como uma nova variavel dindmica, i.e., o sistema tera

trés graus de liberdade.

FIGURA 2.

Posto isto, a lei fundamental da dindmica escreve-se:

ALGA(T) = AL H:(T) = TALS:(T) (2)
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Note-se que a energia mecanica conserva-se: o peso deriva de um potencial e a tenséo
nao realiza trabalho, com o fio esticado, e desaparece se ele deixar de estar esticado. Ha
trés incégnitas no problema: os dois dngulos f e ¢ e a tensao 1. E conveniente usarmos uma

base local definida por trés versares ortonormados (FIGURA 3):

FIGURA 3.

: aponta da origem para a massa
¢, perpendicular ao plano do péndulo, com o sentido em que ¢ cresce
" 1 no plano do péndulo, perpendicular ao eixo, com o sentido em que 6 cresce
Oconjunto ( ,&4 ), nesta ordem, forma um referencial

direto:
Er X gqﬁ = ée (3)

Da figura, obtém-se facilmente as componentes cartesianas destes versares:

= (send cos@, send send, - cos0)
= de,

= (cosO cosd, cos seng, senb) 30

€= (-seng, cosg, 0)

Posto isto, partindo do vector de posicdo da massa:

dlnp(T) _ ALH,
L

obtemos a expressao da velocidade derivando em ordem ao tempo*:

5=0 48 = | g B |y a,+ gsenoa, ] ®

e, com um pouco mais de trabalho, a sua aceleragao:

{ )\ Ao rro ©

Notando que A:.G.(T) e A o ~ / 1~ \ . podemos reescrever as eqgs.
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(2) sob a forma das trés seguintes equaces para as suas componentes na base local:

a . L (7b)
ml[2¢0 cosO+ P sen 01=0 (7¢)
Esta ultima equacgao reescreve-se como:
1 d ., ap\_
won® dr (psen*d)=0
Encontramos, assim, um integral primeiro:
dsen*d )= 0 = constante 8)

Qual a origem fisica deste resultado? Observando a FIGURA 1, vemos que, se se conside-
rar o momento das forgas com pdlo na origem, apenas o peso contribui, sendo, pois nula, a
sua projegdo vertical. Entdo, pelo teorema dos momentos cinéticas, devera ser constante

acomponente L . Ora:
a (9

Assim,
A v ~ = constante

0 que justifica a eq. (8).
Este sistema também conserva a energia mecanica: a tensao do fio ndo realiza trabalho

e o peso deriva de uma energia potencial. Ora, a energia mecanica é:
(10)

Z—th 0-m0 0 (0 +¢ senbcosf) +ml ¢ ¢ sen’  +mgld sen =0

Eliminando ¢ pela eq. (7c), e simplificando o resultado, obtemos a eq. (7b).

Estes dois resultados mostram que as equagdes do movimento (7b) e (7c) sdo equiva-
lentes, respetivamente, as conservagées da energia mecanica e da componente vertical
do momento cinético. Poderiamos, até, partir destas leis de conservagao para deduzir ra-
pidamente as equagées do movimento. Ndo obteriamos, contudo, a eq. (7a) que fornece
a tensdo do fio, submetida a desigualdade expressa na eq. (1). E precisamente daqui que
decorre uma grande riqueza de comportamentos do péndulo como, a seguir, se analisa

com alguns casos particulares.

a) Solugéo 0 = §,= constante # 0 (§,= 0 ndo corresponde a qualquer movimento!)

A eq. (7c) da:

tPrimeiras e segundas derivadas s&o assinaladas, respetivamente, por um e dois pontos.
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¢ senBy=0—¢ =0

0 péndulo executa uma rotagao circular em torno da vertical. Mas nem todas as confi-

guragdes para tais rotagdes sdo possiveis; de facto, a eq. (7a) mostra que:

sen’foy _ &
cos 8, cos 0,

% =gcosB,+0¢>sen* 0, = g(cos O, +

onde se usou a eq. (7b) para eliminar ¢~. Assim, a condicdo (1) exige:

‘[ZO%@US%

. . 2__ &
A FIGURA 4 exibe este movimento para o qual b I cos O,
7~ - é ~N
[ )
N e

FIGURA 4.

Que aconteceria se tentdssemos fazer rodar o péndulo acima do plano horizontal pas-
sando pelo ponto de suspensao, i.e., 8§, < %? A eq. (1) seria vilolada: o fio ndo permane-
ceria esticado e a massa “cairia” para o interior da esfera imaginaria, de centro naquele
ponto e raio /, 0 que nos obrigaria a discutir o movimento subsequente com mais um grau

de liberdade (a distancia a origem).
b) Solugdo ¢ = ¢, =constante - L =0

Agora, o plano do péndulo é invariante, mas diversos comportamentos dindmicos sao

possiveis, dependendo das condigdes iniciais. Reescrevamos as equagdes basicas sob a

forma:
ﬁz wicosO + 0 >0
5 6.2
O +wisend=0 — E=ml (T—wf,cos@)
onde:

S
S
1l
=
=
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(i) Para oscilagtes de pequena amplitude (9 << 1), é sempre © > 0 e a equagéo de

movimento reduz-se & equagdo de um oscilador harménico de frequéncia natural o, :
L 12
0 +wid=0 12)

Trata-se de um movimento oscilatério com aquela frequéncia.

(i) Consideremos, agora as seguintes condigoes iniciais:
0 (0)=0 0(0)=6,#0

0O péndulo é largado com velocidade nula na posigéo 6, mas esta ndo pode ser qual-
quer porque o valor inicial da tensdo, T (0)= m! @i cos 6, , exige 4, < % o péndulo ndo
pode ser largado acima do plano horizontal passando pela origem. Uma vez assegurada

esta condic3o, a conservacdo da energia mecéanica da, imediatamente, a velocidade:

'92¢ =2 wi(cos 8 — cos 0,)

Assim, a oscilagdo da-se no intervalo -0 <0<46

) < ,» COMo se representa na FIGURA 5.

FIGURA 5.

(i) Analisemos, agora, o que se passa com as condigées iniciais:

6(0)=0,+#0 6(0)=0

Tal corresponde a dar um impulso ao péndulo quando este se encontra na posigado de

equilibrio. Da conservacao da energia mecanica resulta:

0% =6:;—2wi(1—cosb) (13a)

Ha varias hipdteses a considerar devido a condicao sobre a tens3o do fio:
T =9—w(2- 13b
il 0" —wi(2—3cos0) (13b)

12Se f; = 5 w; o péndulo gira no plano vertical, efetuando um movimento circular (FIGU-
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RA 6). Com efeito, mesmo para 6 =m, é 1> 0, tendo o péndulo velocidade no seu ponto mais

alto: 9’ =0 -4@? parad=n. Trata-se, pois, de um rotagdo do péndulo.

FIGURA 6.

22 Se 2 w? < 07 < 5 w? o movimento pendular ndo é possivel porque a tensao anula-
-se numa posicado 6* na qual o péndulo ainda se move.
% (2— %) vindo 0 * real para
@; no intervalo considerado. Mas, nesse ponto, é: §° = é— (6(; -2 w})>0.

Com efeito, 0 *, para o qual é t = 0, é determinado por cos 0" =

32Se 0 < 62 < 2w, 0 péndulo executa um moimento oscilatorio situado no intervalo

-6. <6<6., onde 6, é o ponto onde se anula a velocidade, i.e.,

_._ ¢ T
COS@M_I 26()(2) >0 — 0<0\152

Nesse ponto, a tensdo é ndo negativa:

T
Wza)ﬁcos@M >0

Este caso contem, evidentemente, as pequenas oscilagdes atras tratadas.

0 péndulo de Foucault
Qual o efeito da rotagdo da Terra no movimento de um péndulo? Para um observador ter-
restre, somos obrigados a considerar as forgas inerciais?, destas, a Unica que importa é a

forca de Coriolis®:

Fo=-2m @r x v (14)

2\er «Forga».

3Com efeito, a rotagao da Terra pode ser considerada uniforme e com eixo fixo em escalas de tempo da
ordem de milhares de anos; os outros termos das forgas inerciais, exceto Coriolis) adicionam a forca
centrifuga & forga da gravidade, originando a definigdo de g e a sua dependéncia na latitude.
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onde @ r é o vector rotacdo instantinea da Terra. Vemos ja, embora qualitativamente, que
o plano de oscilagdo de um péndulo ndo é mais invariante: a forca de Coriolis, perpendi-
cular a velocidade, obriga este plano a rodar. Procedamos a andlise quantitativa conside-
rando o caso habitual de pequenas oscilagdes, o0 que nos ira garantir que o fio permanece
tenso. Para isso, é conveniente considerar, agora, um referencial cartesiano com origem no

ponto de suspenc3o do péndulo e com os eixos assim definidos (FIGURA 7):

FIGURA 7.

eixo z: vertical do lugar (dirigido para cima)
eixo y: tangente ao meridiano do lugar, apontando para Norte
eixo x: tangente ao paralelo do lugar, apontando para Este.

Deste modo, o vector @ r situa-se no plano (yz) fazendo um angulo 2 (latitude do lugar)
COm 0 €eix0 y.

Para a analise do movimento, basta-nos estudar a evolugdo do momento cinético:

L 1 =7 x () =2m (@, x7) =F x(mg) +2mF- @17

onde se atendeu a que 7 - v =0 (fio permanece esticado). Usando a expressdo do momento

cinético atras obtida, eq. 9, é imediato escrever as equagdes do movimento:
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0 —@’senl cosO=—wisen0—2(é. @r)¢senld (15a)
2¢ 60 cosO+¢ sen0=2(e,.wr)0 (15b)

estas equacgdes generalizam as eqs. (7b) e (7c) ao incluirem os efeitos da rotagdo da Terra.

Ora, @ r tem as componentes cartesianas @r = @r (0, cos 4, sen J), pelo que:

e @wr=wr(cos sen O cos ¢ —senk cos 0)

Para pequenas amplitudes de oscilagdo do péndulo (6 << 1), vem:

e Wr=-wrseni

pelo que a eq. (15b) admite a solucio:

¢ = - wrsenl (16)

Quer dizer, o plano do péndulo roda, em torno da vertical, no sentido dos ponteiros do
relégio no hemisfério Norte (1 > 0) e no sentido contrario no hemisfério Sul (1 < 0). Esta
rotacdo é uniforme e informa diretamente sobre a latitude do lugar.

Finalmente, a eq. (15a) mostra que o periodo de oscilagio do péndulo ¢ alterado:

w, — J$P+ws

Porém, esta alteragdo é, praticamente, impercetivel para as condigdes experimentais
habituais (w,>> w,).

Tem interesse, neste contexto, analisar o valor de w,. Como a Terra efetua uma rotagéo
completa em 24h, poder-se-ia pensar que w,sz%s".Mas ndo é assim! Com efeito,
um dia, i.e., 24 h é o tempo que decorre, para um observador na Terra, para 0 mesmo ponto
do planeta se encontrar alinhado com o Sol. Mas, durante esse tempo, a Terra também
se deslocou no seu movimento de translagdo em torno do Sol, que também é uma rota-
cdo. Para simplificar, aceitemos que este movimento é circular uniforme, realizando-se no
mesmo sentido que a rotagdo da Terra (FIGURA 8). Ent&o, ao fim de 24 h, a Terra rodou um
pouco mais que 2x e este excesso acumula-se exatamente em 2x ao fim de um ano, quando
a Terra regressa a sua posigao inicial. Quer dizer, para um observador no Sol, considerado
como observador inercial para quem @ r é definido, a Terra rodou 366 vezes no tempo cor-

respondente a 365 dias terrestres, i.e., ggg vezes po dia terrestre, pelo que:

2r 366 i 5 -
©r= 3353600 X 3655 < 13X 10757
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FIGURA 8.
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Péndulo de
Foucault

Eduardo Lage

Universidade do Porto

ejslage@gmail.com

Qual o efeito da rotagao da Terra no movimento de um péndulo simples ? Esta questao foi,
primeiramente, considerada pelo fisico francés Jean Bernard Léon Foucault (FIGURA 1A).
Para isso, construiu, em 1851, um péndulo com fio de 67m de comprimento na extremida-
de do qual colocou uma massa esférica de 30Kg, assegurando, dessa forma, um grande
periodo de oscilacdo (cerca de 16s) e um fraco amortecimento devido a resisténcia do ar
(FIGURA 1B). Colocado a oscilar, com uma pequena amplitude, verifica-se que o plano de
oscilacdo do péndulo roda lentamente, demonstrando, dessa forma, a rotagédo da Terra. O
péndulo de Foucault, como passou a ser designado, causou, na época, enorme sensagao e

€ hoje um instrumento obrigatdrio em qualquer museu de ciéncia.

Como se justifica esta rotacdo do plano do péndulo? Para um observador terrestre, somos
obrigados a considerar as forgas inerciais e, destas, a Unica que aqui importa é a forca de
Coriolis®:

Fe=-2mowrxv

FIGURA 1. A- Léon Foucault selo comemorativo. B- Péndulo de Foucault no Panthedn de Paris.

+Com efeito, a rotagao da Terra pode ser considerada uniforme e com eixo fixo em escalas de tempo da
ordem de milhares de anos; os outros termos das forgas inerciais, exceto Coriolis adicionam a forga
centrifuga a forga da gravidade, originando a definicio de g e a sua dependéncia na latitude.
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onde @ é o vetor rotagdo instantanea da Terra. Vemos ja, embora qualitativamente,
que o plano de oscilagdo de um péndulo ndo é mais invariante: a forgca de Coriolis, per-
pendicular a velocidade, obriga este plano a rodar.

Procedamos a analise quantitativa, um pouco simplificada, considerando o caso habi-
tual de pequenas oscilagdes, 0 que nos ira garantir que o fio permanece tenso. Nestas
condigbes, o movimento do péndulo situa-se, praticamente, no plano horizontal, onde
escolhemos eixos x, tangente o paralelo dirigido para Este, e y, tangente ao meridiano
dirigido para Norte (FIGURA 2). Sdo ambos, evidentemente, perpendiculares entre si e
também perpendiculares ao eixo vertical z. Sera evidente que apenas a componente ver-
tical de @, é responsavel pela rotacdo do plano de oscilagdo. Se ndo houvesse a forca
de Coriolis, o movimento do péndulo seria o de um oscilador harménico, como se viu
noutra publicacdo, o que significa que estaria, apenas, submetido & forca - mwj7, onde
o=, ‘% sendo / o comprimento do péndulo. Pela consideragdo anterior, a forga de
Coriolis fica reduzida ao termo - 2mwrsenl. e; X v, onde 4 é a latitude do lugar. Assim, as
equacdes de movimento no plano horizontal, s3o:

: d
m cj{;zc =- mwix+2mw: senl 7};

d’y
dr

d
m =- mwiy +2mw; senl 7);

FIGURA 2. A escolha dos eixos locais na Terra (a esquerda) e a orientacao do eixo da Terra nos eixos locais (a direita).

E atil, aqui, introduzir o complexo w = x + iy . Obtem-se:

2
(iﬁvf + wiw+ 2w, senl %V =0

iwt

E uma equacao linear, pelo que se procuram solugdes da forma w~e™”, vindo:
-0’ +twi-2wwrseni =0
Na situacdo habitual, é w, >> @, resultando:
W =F wo— ®r senl

Deste modo, a solucdo geral para w(?) é:
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W(t) — e—[/m/.vwz). (A e""""f‘Be_i""")

onde 4 e B sao constantes, complexas, determinadas pelas condigdes iniciais. Suponha-
mos, ent3o, que estas condiges sdo w(0) = wo = a +ib e w-(0)= 0, isto é, o péndulo é
largado na posicao genérica x = a e y = b, com velocidade nula. Obtem-se, assim:

wot wrseni

A = 2600

.1 n_w—wrsend 1
=5 B = =5

Substituindo na expressao anterior para w(¢), resulta:

w ([) = e """ Wy cos (C()ot)

Se wr = 0, este complexo tem sempre a diregdo de w,, i.e, a trajetdria seria sempre um
segmento de reta, o que corresponde ao plano invariante do péndulo. Mas com @, > 0, a
fase do complexo cresce linearmente no tempo, i.e., a trajetéria roda, no sentido contrario
ao dos ponteiros de um reldgio, o que corresponde a rotagdo do plano do péndulo, como se
mostra na FIGURA 3.

FIGURA 3. Primeiras oscilagdes do péndulo, em Paris, 2 = 49° N; comprimento do péndulo 67m, periodo natutal do
péndulo/periodo da Terra=0,002; posigdo inicialx =1,y = 0.

Tem interesse, neste contexto, analisar o valor de w,. Como a Terra efetua uma rotacéo
completa em 24h, poder-se-ia pensar que w,xﬂj%s".Mas nao é assim! Com efeito,
um dia, i.e., 24 h é o tempo que decorre, para um observador na Terra, para 0 mesmo ponto
do planeta se encontrar alinhado com o Sol. Mas, durante esse tempo, a Terra também
se deslocou no seu movimento de translagdo em torno do Sol, que também é uma rota-
¢do. Para simplificar, aceitemos que este movimento é circular uniforme, realizando-se no
mesmo sentido que a rotagdo da Terra (FIGURA 4). Ent3o, ao fim de 24 h, a Terra rodou um
pouco mais que 27 e este excesso acumula-se exatamente em 2z ao fim de um ano, quando
a Terra regressa a sua posicao inicial. Quer dizer, para um observador no Sol, considerado
como observador inercial para quem @ r é definido, a Terra rodou 366 vezes no tempo cor-
respondente a 365 dias terrestres, i.e., % vezes po dia terrestre, pelo que:

2r 366 i 5 -
34 % 3600 % '273%x107s™"

Wr= 365°
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FIGURA 4. Em 24h, a Terra ndo sé rodou em torno do seu eixo como rodou, ligeiramente, em torno do Sol.
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Fluidos

Eduardo Lage

Universidade do Porto
ejslage@gmail.com

Quando pensamos em fluidos, ocorre-nos, imediatamente, a 4gua ou o ar, os exemplos
mais conhecidos de uma familia vastissima onde se incluem os dleos e as tintas, a
pasta dentrifica e o champd, o magma e a lava, o mel e o chantilly, cristais liquidos e
electrdlitos,, etc., etc.. Estes exemplos partilham a propriedade fundamental de um
fluido: a sua capacidade de escoar, i.e., uma taxa de variagcdo temporal de deformagades
mesmo que sejam estaticas as tensGes ou forcas exteriores (ao fluido) a que estejam
submetidas, em 6bvio contraste com um sélido onde tensdes ou forcas estaticas origi-
nam deformactes também estaticas. Tanto um sélido como um fluido, se submetidos a
pressoes uniformes, alteram o seu volume; mas se aplicarmos tensées tangenciais, um
solido torce até atingir uma nova configuracdo de equilibrio, enquanto que um fluido

entra em escoamento. Veremos, adiante, como caracterizar esta ultima propriedade.

Em equilibrio termodindmico, qualquer substancia encontra-se numa fase termodinami-
ca bem definida, dependente da pressao e temperatura a que esteja condicionada. Tal é
representado num diagrama de fases (FIGURA 1) onde estas estdo separadas por linhas
limitando regi6es dentro das quais a respectiva fase é estavel. As fases liquida e vapor (ou
gas) exibem comportamentos de fluidos. Para uma dada temperatura, por exemplo, um
aumento da pressao faz condensar o vapor quando se atinge a linha que separa as fases
liquido-vapor; inversamente, se se diminuir a pressao, partindo da fase liquida, ocorrera
evaporacdo quando a linha é cruzada. A diferenca entre estas duas fases (liquido e vapor)
é, essencialmente, uma diferenca de densidades, maior no liquido do que no vapor. Esta
diferenca de densidades anula-se no ponto C, designado por ponto critico: acima da tempe-
ratura critica, as duas fases ndo se distinguem, ndo sendo, pois, possivel, condensar um
gas por maior que seja a pressao aplicada. Designa-se por fluido supercritico um fluido que
se encontre a temperaturas e pressodes superiores a do ponto critico - em tais condigdes,
um fluido apresenta propriedades de solubilidade excepcionais, com imensas aplicagoes
na industria. Considerando, agora, a fase de sélido, a passagem a fase de liquido designa-
-se por fusdo e a passagem a fase de vapor designa-se por sublimagéo. Nos sentidos inver-
sos, as passagens de liquido ou vapor a sélido designam-se por solidificagdo. Cabe, aqui,
referir que, no sélido podem existir varias transicdes entre diferentes fases solidas, cada
uma caracterizada por um diferente arranjo cristalino. 0 mesmo acontece nos cristais li-
quidos onde ocorrem fases esmética e nematica correspondentes a diferentes orientagdes

dos eixos de moléculas elipsoidais, embora o sistema se comporte como um liquido.
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FIGURA 1.

As trés linhas encontram-se num ponto T, apropriadamente conhecido por ponto triplo.
Para a 4gua (FIGURA 2), por exemplo, o ponto triplo ocorre a 611,66 Pa' e 0,01 C (ou, exa-
tamente?, 273,16 K), enquanto que o ponto critico ocorre a 22,064 MPa e 374 C (ou 647 K).

Ao longo destas linhas, as transicdes de fase sdo de 12 ordem, i.e., hd descontinuidade
em, pelo menos, uma das primeiras derivadas da energia livre, sendo comum uma descon-
tinuidade da entropia bem patente no aparecimento de calores latentes (de fusdo, na tran-
sicdo solido-liquido; ou de vaporizagdo, na transicdo liquido-vapor); estas descontinuida-
des estao relacionadas, pela equagao de Clausius-Clapeyron, com o declive da respectiva
linha®. Contudo, no ponto critico a transigdo é de 22 ordem, com divergéncias no calor es-
pecifico ou na compressibilidade, por exemplo. Nas transigdes de 12 ordem, a energia livre,
considerada como uma funcgéao da densidade, apresenta, para uma dada pressao, apenas
um minimo bem dentro de qualquer das fases: a densidade, para esse minimo, é a densi-
dade de equilibrio. Porém, quando o sistema, por variagdo de temperatura, se aproxima de
uma das linhas de transigéo, surge um segundo minimo que compete com o primeiro em
termos de estabilidade: o minimo absoluto define a densidade de equilibrio, enquanto que
o segundo minimo define a densidade para um estado metastavel. Esta situagdo inverte-se
quando a linha de transicao é cruzada, até que, de novo, a energia livre passa a apresentar,
apenas, um minimo definindo a densidade da outra fase. Na linha de transicao, a energia
livre é a mesma para os dois minimos. Assim, junto de cada linha, existe uma regido onde
uma das fases é absolutamente estavel e a outra é metastavel, originando, desta forma,
fendmenos de sub-arrefecimento ou sobre-aquecimento, bem conhecidos nas transigcoes
vapor-liquido e liquido-sélido. No ponto critico, s6 hd um minimo da energia livre, em fun-
cdo da densidade, mas junto ao minimo a energia livre varia muito mais lentamente que
no caso das transi¢des de 12 ordem, originando, dessa forma, grandes flutuagoes da den-
sidade que determinam grandes flutuacdes do indice de refracdo, sendo esta a causa do
enorme espalhamento de luz incidente no ponto critico, fendmeno conhecido por opales-

céncia critica.
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FIGURA 2.

Como se explicam estas fases na teoria atdmica? Elas ndo resultam de qualquer pro-
priedade de um dtomo ou molécula, antes emergem de uma enorme colecgao destas par-
ticulas, da ordem do nimero de Avogadro ou superior. Sdo, pois, propriedades estatisticas
e é assim que, em primeiro lugar, devemos considerar que a temperatura 7 (absoluta)
mede a energia cinética (de translacdo) média das moléculas < E. >=%K3T, onde K3 é
a constante de Boltzmann?), pelo que aumentar a temperatura significa aumentar a ve-
locidade média das moléculas; e que, em segundo lugar, a pressdo resulta das colisdes
das particulas com as paredes do recipiente, sendo, pois, tanto maior quanto maior for a
densidade (i.e., o nUmero de particulas por unidade de volume) e a sua velocidade média.
Se pudéssemos ignorar qualquer interacgdo entre as particulas, esta descrigao estatistica
conduz imediatamente a equacg3o dos gases perfeitos, sendo, assim, de esperar que esse
seja o comportamento de qualquer vapor para altas temperaturas e baixas densidades.
Contudo, essa interacgdo ndo pode ser ignorada se quisermos considerar as diferentes
fases que um sistema apresenta. A FIGURA 3 mostra um potencial interatémico tipico: exis-
te uma forte repulsio a pequenas distancias, originada pela repulsio electrénica) que se
anulaemR . (daordem®de 1 ou 2 A), seguida por uma fraca atracgdo que praticamente
se extingue apds cerca de 5 Ae que é devida a ligagOes electrostaticas ou covalen-
tes. O potencial passa, assim, por um minimo negativo (Emix) da ordem de décimas
do eV. Posto isto, imaginemos que o sistema se encontra a altas temperaturas e baixas
densidades, localizado na fase de vapor (FIGURA 1). Mantendo a temperatura fixa, acima da
temperatura critica, e aumentando a pressdo, aumenta a densidade do fluido e, portanto,
diminui a distancia intermolecular, comegando, assim, a fazer-se sentir, cada vez mais, a
parte atractiva do potencial, originando a formac&o de pequenos agregados de particulas
que logo se desfazem se a energia cinética (i.e., a temperatura) for suficientemente alta.
Abaixo da temperatura critica, ndo s6 os agregados persistem durante mais tempo, por-
que é menor a velocidade das particulas, como um aumento de densidade, por aumento
de pressao, torna estes agregados cada vez maiores e duradouros até que, ao atingir-se
a linha de transigdo gas-liquido, acontece um fendmeno cooperativo: as moléculas estao
muito proximas, atraindo-se, embora as suas velocidades sejam ainda demasiado elevadas
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para as fixarem em posicdes relativas estaveis. Num liquido, a distancia intermolecular é
da ordem da distancia a que ocorre o minimo do potencial, mas a energia cinética de cada
particula é suficientemente grande para impedir uma ligagado estavel: cada molécula per-
manece unida, durante algum tempo, com as suas vizinhas, mas logo se desfaz esta unido
para voltar a ser realizada com outras vizinhas. Mas se se aumentar ainda mais a pressao,
0 numero de vizinhas comega a estabilizar, como acontece com cada um de nds no meio
de uma multiddo em movimento desordenado, até que, para densidades mais elevadas
e menores velocidades (menor temperatura), ocorre um segundo fenémeno cooperativo:
cada molécula acaba por ocupar uma posicdo média fixa, mantendo também fixo o nimero
das suas vizinhas, situadas a distancia média R , - o sistema entrou no estado sélido que
serd cristalino se todo o processo, de variagdo de pressao ou temperatura, ocorrer com

suficiente lentidao.

FIGURA 3.

O leitor podera visualizar estas ocorréncias usando um simples paliteiro, tal como o
da FIGURA 4. Se o nimero de palitos é pequeno, agitando o paliteiro (analogo da agitagéo
térmica), vera os poucos palitos em movimento desordenado, tal como acontece com as
moléculas na fase de vapor. Se aumentar o nimero de palitos, observara, ainda, que cada
palito, individualmente, se desloca por todo o espacgo disponivel, mantendo, embora, um
numero mais ou menos fixo de palitos vizinhos que, contudo, ndo sdo sempre os mesmos,
tal como acontece na fase liquida. Se o paliteiro estiver quase cheio, a agitagdo pouco
efeito produz: cada palito mantém os mesmos vizinhos (analogo do estado sdlido) e, na
verdade, com o paliteiro repleto, observara uma disposicao dos palitos em rede triangular,
em analogia com o estado cristalino.

As forcas intermoleculares sao, ainda, responsaveis pela tensao superficial, a forga que
se exerce na superficie livre de um fluido ou que limita dois fluidos imisciveis e que tenta
tornar a sua area tio pequena quanto possivel. No seio de um fluido, as forgas intermole-
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culares tém, em média, resultante nula; mas para moléculas na superficie, surge uma
resultante porque as moléculas no interior do fluido puxam as da superficie. 0 mesmo se
passa no contacto sdlido-liquido, onde ocorre o fendmeno da capilaridade. Uma transigao
de fase de 22 ordem, como a que ocorre no ponto critico, pode ser reinterpretada como

anulamento da tensao superficial.

FIGURA 4.

Liquidos e vapores, doravante designados por fluidos, distinguem-se, também, de s6-
lidos pelo seu comportamento quando submetidos a tensdes tangenciais. Quando a um
solido, em equilibrio mecénico, se aplicam tais tensdes, ele deforma-se até atingir um
novo equilibrio mecéanico (FIGURA 5). Esta deformagao pode ser caracterizada dividindo o
deslocamento de um plano em relagdo a outro plano, paralelo ao anterior, pela distancia
inicial entre os planos.

E um ndmero adimensional, em geral muito pequeno, proporcional (lei de Hooke) &

tensdo (forga por unidade de area) tangencial aplicada.

FIGURA 5.
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Um fluido, porém, apresenta um comportamento bem diferente. Se aplicarmos uma
tensao tangencial ao plano horizontal que o limita superiormente, mantendo fixo o plano
inferior, o fluido entra em movimento, exibindo um campo de velocidades que cresce de

baixo para cima (FIGURA 6).

FIGURA 6. ???

Deste modo, a distancia entre dois pontos situados em planos horizontais diferentes,
cresce no tempo: a deformacao, estatica no sdlido, tem de ser, agora, caracterizada pela
diferenca de velocidades entre os dois planos dividida pela distancia entre eles, pelo que
tem as dimensdes do inverso do tempo. Mais precisamente, se designarmos por ¢, (y) o
campo de velocidades horizontal, sendo y o eixo vertical, esta taxa de variagado da defor-

macao é dv‘.

Qual a relagdo entre a tensdo aplicada e esta taxa? Poderiamos pensar que seriam
proporcionais, por analogia com a lei de Hooke. E, realmente, tal acontece nos fluidos

newtonianos®:

TZYIW

Aqui, 7 é a tensdo tangencial aplicada e a constante de proporcionalidade # é desig-
nada por coeficiente de viscosidade dindmica, ou simplesmente viscosidade, do fluido,
com unidade’ poiseuille (Pl), no SI, ou poise (P) no sistema CGS. Mas é, também, muito
comum usar-se a viscosidade cinematica v = % onde p é a massa especifica do fluido,
com a unidade m?/s, no SI, ou stoke (St), no sistema CGS. Qualquer destas viscosidades
apresenta fortes variagées com a temperatura ou pressao. Alguns exemplos® de viscosi-

dade dinamica, expressos em mPL:

Agua 1,000 Ar 18,3x10°
Azeite 84 Hélio 18,6x10°

Benzeno
0647 Metano 10,3x10®

Oleo de parafina | 10° i
Vapor de agua | 8,7x10-3

Vidro fundido 10
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Note-se que a viscosidade dindmica de gases ou vapores é cerca de mil vezes inferior a
de liquidos, mas como a massa especifica daqueles &, também cerca de mil vezes inferior
a destes, segue-se que as viscosidades cinematicas de uns e outros sdo aproximadamente
iguais (excepto para vidros ou 6leos). Ha, porém, uma distingdo importante nas viscosidades
de liquidos e gases: aumentando a temperatura (ou a press3o), a viscosidade de liquidos
diminui, enquanto a de gases ou vapores aumenta. Adiante, veremos a interpretagao micros-
copica destes fendmenos.

Os exemplos anteriores sao todos de fluidos newtonianos, mas ha muitos outros exemplos
onde a relacgdo entre tensao aplicada e taxa de deformagao ndo segue uma lei linear. Nestes,
a tensdo depende ndo linearmente na taxa de deformag&o ou mesmo na sua “histéria” - tal
acontece com varias solugGes salinas, mel, sangue, champ6 ou pastas dentifricas, etc., ndo
sendo, pois, Util o conceito de coeficiente de viscosidade. A sua caracterizacio é feita usan-
do outros parametros reoldgicos que ndo cabe, aqui, especificar. A FIGURA 7 exibe alguns
destes comportamentos. No que se segue, s6 iremos considerar fluidos newtonianos. Mas
deverd notar-se, em todos os casos, que a viscosidade é uma forma de atrito interno, gerando
libertacdo de calor e, portanto, manifestando irreversibilidade macroscopica: qualquer flui-
do, abandonado a si mesmo, acabara por atingir uma situagdo de equilibrio onde nenhuma

das suas partes (macroscdpicas) se movimenta em relacdo a qualquer outra.

Reoespessante
Tens3o Newtoniano
de corte
Amido de
Pasta de milho
dentes
Reofluidificante
Tensao de Tinta de
cedéncia latex
dv,
dy

FIGURA 7. Exemplos de fluidos ndo newtonianos.

Qual a origem microscopica da viscosidade? Comecemos por considerar um gas ou vapor,
0 que nos permite ignorar, em primeira aproximacgao, as forgas intermoleculares. Conside-
rando a FIGURA 7, as moléculas, em qualquer porg¢ao do fluido, tém uma velocidade macros-
copica sobreposta a sua agitagdo microscdpica. Imaginemos um plano horizontal no seio do
fluido: ha moléculas, abaixo deste plano, que passam, num curto intervalo de tempo, para
cima, transportando uma quantidade de movimento ligeiramente menor (porque é menor a
velocidade macroscdpica) que a quantidade de movimento das moléculas acima do plano;
no mesmo intervalo de tempo, igual® nimero de moléculas atravessa o plano de cima para
baixo, transportando uma quantidade de movimento ligeiramente maior do que a quantidade
de movimento das moléculas abaixo do plano. Deste modo, o fluido acima do plano tende a

diminuir a sua quantidade de movimento,i.e, experimenta uma forga que o trava; enquanto
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o fluido acima do plano tende a aumentar a sua quantidade de movimento, i.e., experimenta
uma forga que o acelera. Assim, um aumento de pressao, que faz aumentar a densidade, ou
um aumento de temperatura, que faz aumentar a velocidade microscopica e, portanto, au-

menta o fluxo de particulas, levam a um aumento da viscosidade (FIGURA 8).

FIGURA 8. 777

Num liquido, a explicacdo anterior mantém-se, mas n&o podemos ignorar as forgas in-
termoleculares: a muito maior densidade de um liquido em relagéo a um gas, significa, por
um lado, que é muito maior o nimero de moléculas a atravessar o plano imaginado, pelo
que é muito maior a viscosidade do liquido do que a de um gas, e, por outro lado, justifica
que o efeito da pressdo na viscosidade seja diminuto, porque um liquido é praticamente
incompressivel. Porém, um aumento de temperatura, se aumenta, como num gas, o fluxo
de particulas, tem, como contrapartida, uma diminuigdo da importancia do potencial in-
termolecular em relag3do a energia cinética microscopica, levando o liquido a ter um com-
portamento mais parecido com o de um gas, i.e., diminuindo a sua viscosidade (FIGURA 9).

Note-se a diferenca das escalas da viscosidade neste dois gréaficos.

FIGURA 8. 7?7
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Passaremos, agora, a discutir apenas o comportamento macroscopico de fluidos.

Um fluido em movimento genérico apresenta, sempre, um campo de velocidades'?, o
que nos leva a atribuir uma velocidade a cada ponto do espago: é a velocidade do fluido
naquele ponto e naquele instante. Uma linha de corrente é tangente a velocidade, em cada
ponto e no mesmo instante. O movimento diz-se permanente se o campo de velocidades
nao depender explicitamente do tempo: sé nestas circunstancias uma linha de corrente se
confunde com a trajectoria de uma pequena porgao do fluido. Na superficie de contacto de
um fluido viscoso com um sdlido, a velocidade do fluido, nos pontos de contacto, é igual
a velocidade do sdlido, i.e., o fluido adere ao sélido; 0 mesmo se passa no contacto entre
fluidos o viscosos imisciveis: a velocidade é a mesma, em cada ponto de contacto, para os
dois fluidos como acontece, por exemplo, no arrastamento de ar por &gua em movimento*L.
Poderiamos pensar que o movimento de um fluido com muito pequena viscosidade seria
bem representado pelo movimento de um fluido perfeito, i.e., sem viscosidade. Contudo, a
propriedade de aderéncia implica que os movimentos destes dois fluidos (viscoso e perfei-
to) diferem em regi6es proximas de um corpo sélido, por exemplo, surgindo, deste modo,
o conceito de camada limite no exterior da qual os dois movimentos diferem em, no maxi-
mo, 5%. E um conceito muito Gtil porgue nos permite tratar o movimento do fluido viscoso
como se fosse um fluido perfeito fora desta camada limite. Voltaremos a este topico noutra
ocasido.

Posto isto, quais sao as equagdes fundamentais que regem o comportamento de um flui-
do, admitindo, para simplificar, que ele € homogéneo e isotrdpico? Sao, essencialmente, as
seguintes, deixando para outras publicagdes a sua justificagdo detalhada:

12 A equacio de conservagao da massa ou equagao da continuidade

Ela traduz, simplesmente, que a massa de um pequena porgao do fluido é sempre a mes-
ma, ainda que essa porgao, no seu movimento, ocupe volumes diferentes. Esta equagéao

escreve- se do seguinte modo*?:
i} —
a—? +V-(po)=0

onde p é a massa especifica do fluidoe é o campo de velocidades. Se o fluido puder ser
considerado incompressivel, i.e., com massa especifica constante em qualquer circunstan-

cia, a equacao simplifica-se:
V- =0 (fluido incompressivel)

E 6bvio que tem de ser discutida a questdo, nada trivial, sobre quando um fluido pode
ser considerado incompressivel porque alteracdes de pressdo ou temperatura no seio do
fluido deverdo conduzir, certamente, a alteragées da massa especifica.

22 A equacio fundamental da dindmica (22 lei de Newton)

Que forgas actuam sobre uma pequena porcdo do fluido? A superficie da Terra, é evi-
dente que nio podemos ignorar a gravidade - ela origina uma densidade volumica®® de
forga pg, tendo, em casos importantes, que se considerar, também, os efeitos da rotacao

da Terra'* que fazem aparecer forgas de Coriolis, como acontece, por exemplo, no estudo
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de ciclones ou tornados. Uma outra forga deve-se a diferencas de pressao que, por si sds,
fariam mover um fluido das altas para as baixas pressoes, o que se traduz numa densidade
volumica de forga —Vp. onde p € o campo de pressodes. Outras forcas de natureza eléc-
trica ou magnética podem, também, intervir, mas serdo aqui ignoradas, o mesmo aconte-
cendo as forgas de Coriolis. Por ultimo, devemos considerar as forgas de viscosidade, tal
como foram definidas na eq. (1) - no caso de movimentos genéricos, elas conduzem®® a
uma densidade volumica de forca representada por q[A5'+ V(v 5')] onde admitimos que
o coeficiente de viscosidade D é constante, uma aproximacgéo bastante crua dada a sua
dependéncia na pressao e temperatura Deste modo, a equagao fundamental da dindmica

escreve-sel®:

pa=pg—Vp+nlAs+v(V-7)]

Aqui, P representa o campo de aceleragdes, o qual ndo é simplesmente a derivada em
ordem ao tempo do campo de velocidades. Com efeito, para obtermos a aceleragdo de uma
pequena porgao de fluido. é necessario seguir esta porgéo durante um curto intervalo de
tempo, dentro do qual ela se desloca de um ponto para outro ponto do espago nos quais
estdo identificadas as respectivas velocidades. Deixando a justificagdo detalhada para ou-
tra ocasiao, o campo de aceleragoes deduz-se do campo de velocidades do seguinte modo:

5‘%;

a="z +o:Vo=

O operador % = %+ -V é a derivada material ou hidrodindmica: ele mede a taxa de

evolugdo temporal de qualquer grandeza definida na pequena porc¢ao de fluido.
Assim, a equagao fundamental da dinamica fica:
o555 |- pi vt alaT V(v -5)]

De notar que, em equilibrio, o campo de velocidades é nulo, ndo havendo, pois, distingado
entre fluidos viscosos e perfeitos (ndo viscosos).

32 A equagio de estado

Para qualquer fluido, existe uma relagdo termodinamica, muitas vezes empirica, entre a

massa especifica, a pressao e a temperatura:
flo.p,T)=0

Por exemplo, para um gas ideal seria p = %pT. onde M é a massa molecular, R a
constante dos gases perfeitos e 7' é a temperatura absoluta. Invocar a equacio de estado
significa que localmente, i.e., em cada pequena porgao do fluido, existe equilibrio termodi-
namico, embora ele possa nao se verificar globalmente para todo o fluido.

As egs. 2-4 sdo as equagdes fundamentais para um fluido viscoso. A eq. 3 é designada
por equacdo de Navier-Stokes. Se for ignorado o termo da viscosidade, ela é conhecida
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por equagdo de Euler que, portanto, descreve fluidos perfeitos. Sdo equagdes altamente
nao-lineares, com solugdes simples apenas em casos bastante triviais, embora importan-
tes, que serdo analisados noutras publicagdes. H4, ainda, uma complicacgéo adicional para
fluidos viscosos: as forgas de viscosidade geram calor, ndo podendo, por isso, ser ignorada
a propagacao de calor no seio do fluido pelo que se tem, também de considerar o campo
de temperaturas. Este campo também tem de ser, em geral, incluido para um fluido per-
feito porque alteragdes de pressao ou densidade originam, pela equagao de estado, altera-
coes de temperatura. Esta enorme complexidade matematica'’ ndo esconde o vastissimo
leque de aplicagdes que vdao da meteorologia a oceanografia, da acustica a turbuléncia,
dos solitdes em rios aos tsunamis, do pingo da torneira a bolha de sab3o, e estende-se,
mais recentemente, ao estudo de atmosferas e circulagao de fluidos em exoplanetas sob
condigdes extremas de pressdes ou temperaturas. Mesmo o recurso aos mais potentes
computadores para simulagées numéricas é, muitas vezes, frustrado pelo fenémeno do
caos caracterizado por um afastamento exponencial de solugdes originadas por condicdes
iniciais muito prdximas. Compreende-se, assim, que os progressos, nos problemas mais
complicados, surjam de aproximagdes mais ou menos justificadas pela definicdo de nime-
ros adimensionais, como os nimeros de Reynolds, Prandtl, Mach, Froude, Rayleigh, Taylor,
etc., os quais medem a importancia relativa de varios termos nas equagdes fundamentais,

servindo, portanto, de guias para simplificagdes dessas mesmas equacgoes.
Exemplos

12 Consideremos um corpo sélido mergulhado num fluido, estando ambos em repouso. O
fluido exerce, sobre a superficie do corpo, uma forga —pr em cada unidade de area, onde
-

n éoversor exterior a superficie. Assim, a resultante destas forgas de pressao é o integral

(soma) sobre toda a superficie:

Aqui, a primeira igualdade resulta do teorema de Gauss (ou da divergéncia); a segunda
obtém-se da eq. 3 para a situagdo de equilibrio; e na ultima, admitiu-se que a aceleragao
da gravidade n3o varia ao longo do corpo, pelo que o integral da , @ massa de fluido
que ocuparia o dominio preenchido pelo corpo. O resultado obtido é o conhecido principio
de Arquimedes e aquela resultante é a impulsdo que o corpo experimenta no seio do fluido,

sendo de sublinhar que ela tem o sentido oposto ao do peso.

22 Regressemos a um fluido em equilibrio: PE—Vp =0. As isobdricas sdo as superfi-
cies onde a pressao tem o mesmo valor. Assim, se considerarmos um pequeno passo ar
tangente & superficie, é nula a variagdo de pressao, §p = 0. Mas, pela definigao do gra-
diente, é 5p = Vp-dr = pg- 67 = 0 - assim, as isobaricas coincidem com as isopotenciais,
superficies onde o potencial gravitico € o mesmo. Se todo o fluido estiver em equilibrio
térmico, a temperatura é a mesma em todos os pontos - entdo, a equagao de estado impde
que nas isobaricas a massa especifica é, também constante, i.e., as isodensas coincidem

com as isobaricas. Como varia a pressao no interior do fluido? Comecemos por rescrever a
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equacao de equilibrio sob a forma:

d
2 =rs

onde se tomou a vertical para eixo z. Ha dois importantes casos a considerar:

a) Num liquido, como a 4gua, a densidade é praticamente uniforme. Ent&o:
p0)—plz)=pgz

A diferenca de pressoes entre dois pontos € igual ao peso do cilindro vertical de liquido
imaginado entre aqueles pontos, de bases com &rea unitaria, resultado conhecido por
principio de Pascal.

b) Num gas, como o ar, a massa especifica varia com a pressao. Admitamos, para simpli-
ficar, que o gas se comporta como gas ideal. p = %PT. Se o0 gas estiver a mesma tempe-
ratura, entdo a equacao de equilibrio integra-se facilmente:

dj "
d—lz’ =-pg= -(%)p - @) = p(0) e}

E a lei barométrica, uma expressao aproximada da distribuicdo de pressdes na atmos-

fera.

32 Consideremos o movimento horizontal e permanente de um fluido incompressivel tal
como representado na FIGURA 6. As linhas de corrente sdo horizontais, pelo que o campo
de velocidades se reduz a componente v, que ndo pode depender de x pela equagéo
da continuidade: % = (. Assim: 2, () - logo, mantém o seu valor ao longo da mesma
linha de corrente, i.e., a aceleragdo é nula. O fluido move-se apenas porque se move 0
plano superior, i.e., ndo existe gradiente de pressao na dire¢io horizontal. Assim, a eq. (3),

projetada nos eixos x e y da:

2

FDXZO — v, —Ay+8

_%’_pgzg - p =-pgy + constante

0 campo de pressdes é, portanto, hidrostatico. Quanto a constantes A e B determinam-
-se pelas condigbes de aderéncia aos planos inferior (em repouso) e superior (em movi-
mento uniforme com velocidade U), obtendo-se:

_ U
UI_TJ"

Note-seque,paramanteromovimentodofluido,éaplicadaatensdoz = (?;Lyl)’:“ = n%

que, portanto, realiza o trabalho, por unidade de tempo e unidade de area (do plano su-
2

perior) TU = q%. Ora, cada porcao do fluido move-se uniformemente, mantendo, pois,

constante a sua energia cinética. Assim, aquele trabalho é integralmente convertido em
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calor no seio do fluido.

42 0 mesmo fluido, sujeito agora, a um gradiente de pressio horizontal (originado, por
exemplo, por uma bomba hidraulica) e contido na mesma geometria mas com os dois pla-
nos iméveis. O campo de velocidades reduz-se, como antes, & componente v, (). Assim,

a eq. 3 origina:

Ora, na primeira equacao, se derivarmos em ordem a x, concluiremos que a 22 derivada
da pressdo em ordem a x, € nula, pelo que —% = C é constante, conhecida por perda de
carga, que deve ser positiva, i.e., a pressado deve diminuir ao longo do movimento do fluido.
Assim, aquela primeira equacgao integra-se facilmente, determinando-se constantes de in-

tegragao pelas condigdes de aderéncia aos dois planos:
_ C (12 2
Oy = 2?? (h y )

0 campo de pressdes fica, entao:

p=—pgy— Cx+ constante

O caudal em volume, por unidade de comprimento na direcdo transversal (eixo z), é:
_{* _C s
o=["dyo.=5-

Esta equacgdo é uma forma da lei de Poiseuille adaptada a geometria aqui considerada.
Imaginemos um plano vertical na posigdo x e outro na posigdo x + Jdx. A poténcia da

pressao atuando nestes dois planos, é:

[ 1 (1)~ p (35,9010, 0) =55 [ dy os3) =axCQ

Esta energia, fornecida pelo motor, é integralmente convertida em calor no espaco entre

os dois planos.

52 Com a mesma geometria do problema anterior, estudaremos, agora, um fluido per-
feito, em movimento permanente e submetido ao mesmo gradiente de pressao horizontal,
ignorando-se o peso por simplicidade. Este problema serve para ilustrar a comportamento
bem diferente de um fluido perfeito, comparado com o fluido viscoso, quando as condigbes
experimentais sdo as mesmas. O campo de velocidades reduz-se & componente #, { x), mas,
agora, existe aceleracgao, pelo que esta componente, apenas, da coordenada x. A equacao
da continuidade determina que p®x deve ser constante, o que, pela definicdo de caudal,

permite escrever:

_2
pvx_ h
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Observando, agora, a equagdo de movimento, vemos que ela fica:

Qdv, _ _dp

B dx dx %[Ox(x)*v,(O)]:p(O) —plx)=Cx

4

A pressao diminui linearmente para jusante, pelo que a velocidade aumenta linearmente,
obrigando a massa especifica a diminuir (para manter o caudal). Invocando a equagéo de

estado, que admitiremos ser a do gas ideal, concluimos que a temperatura vai variar:

R 1) -2 (B 50| Lot +20)-p ) |- (57 (00— ) (.00 + )

Assim, a temperatura passara por um maximo se p(()) >%0,(0). i.e., para alta
pressdo na origem ou baixo caudal, mas diminuird sempre se p(O) < | s (0) .
No primeiro caso, o trabalho realizado pelas forgas de pressao aquece o fluido até que a
diminuicdo de pressdo e o acréscimo de velocidade originam o seu arrefecimento, o que
acontece sempre no segundo caso. Este segundo caso é bem conhecido no esvaziamento
subito de um pequeno bal3o.

Ha muitos outros problemas com interesse que serdo considerados em futuras publica-

coes.
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Escalares,
vetores e tensores
cartesianos

Eduardo Lage

Universidade do Porto
ejslage@gmail.com

Em Fisica, deparamos muitas vezes com grandezas que, tendo uma definicdo precisa,
sdo, ou podem ser, diferentemente representadas para observadores distintos. Torna-
-se, entdo, necessario estabelecer uma relagao entre essas diferentes relagdes, surgin-
do assim a caracterizacao das grandezas como escalares, vetores ou, genericamente,
tensores. Sao, aqui, apresentadas essas relagoes para observadores que se encontram
imdveis (um em relacdo ao outro) e que cada um usa um sistema tri-rectangular orto-

normado de eixos de referéncia (referenciais cartesianos).

FIGURA 1. Relagdo entre dois referenciais cartesianos.

A figura mostra os dois sistemas de eixos: para cada observador, os trés eixos sdo orto-

gonais entre si e, em cada eixo, é definida uma uma unidade de comprimento, comum n&o
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s0 aos trés eixos de um observador como aos trés eixos do outro observador. Tal justifica
o adjectivo “ortonormado” atrdas utilizado. Note-se que cada eixo se prolonga, como linha
recta, indefinidamente e que, em cada um, distancias, a partir da respetiva origem, séo
afetadas do sinal (+) nos sentidos indicados pelas setas e do sinal (-) nos sentidos opostos.
E, assim, muito conveniente associar, com cada eixo, um vetor unitério (versor) com ori-
gem na origem do referencial, apontando no sentido positivo do eixo e de tamanho unitério.
Deste modo, em cada referencial fica associada uma base (E:. E:. E;) que permite univoca-
mente definir, para cada observador, a posi¢ado de qualquer ponto no espaco.

Exigiremos, adicionalmente, que os dois sistemas de eixos tenham a mesma orientacgao.
Isso significa o seguinte: se imaginarmos que as origens se sobrepéem (O = O’) e alinhar-
mosx’, comx, e x’, com x,, fazendo coincidir as respetivas partes positivas, entdo ndo sé x’,
alinha com x, como também coincidem as respetivas partes positivas. Se, pelo contrario,
a parte positiva de x’; coincide com a parte negativa de x,, diremos que os referenciais
tém orientagdes inversas. Por Ultimo, designaremos um sistema de eixos por direto se um
saca-rolhas progredir segundo a parte positiva de x, quando roda (de 90°) da parte positiva
de x, para a parte positiva de x,. Se aquela progressé&o se der para a parte negativa de x,,
diremos que o sistema de eixos é inverso. E 6bvio que os dois referenciais da figura sao

ambos diretos, tendo, pois, a mesma orientagao.

Duas notas:
12 - E muito comum usar-se a notacdo (x,y,z) para os eixos, nomeadamente,
X =X, ¥ =x3,2 = X3 E completamente arbitrario usar uma ou outra notagdo mas, como
veremos, ha grandes vantagens em utilizar a notagdo mais simétrica (x1, xz2,xa) que sera

aqui adotada.
2_E 6bvio que a descricdo de uma grandeza fisica é independente das convencdes atras
utilizadas, nomeadamente, a tri-rectangularidade, normalizag3o e orientagao dos eixos. E
¢ possivel apresentar uma descrigcdo mais geral, liberta destes constrangimentos e dese-

javel para diversos fins, mas que aqui ndo cabe fazer.

Regressando a figura, vemos que o mesmo ponto P tem coordenadas (x1, xs, xa) parao
observador O, e (x',, x's,x’z) para o observador 0. A mesma figura mostra a relagéo:

OF = 00 + OF M
sendo, entéo:
W: :.':1;1 + IEE‘! +.’£3;3 = .’.b";';i (2)
OP=z'¢ +zhestrses =1e
Aqui, as ultimas igualdades mostram ja a vantagem da notacgdo simétrica: as duas so-
mas sdo substituidas por uma notagdo mais compacta onde o indice repetido indica uma

soma (sobre os valores desse indice). O indice repetido é designado por indice mudo e pode

ser representado por qualquer outra letra, desde que ndo haja ambiguidades.
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Nas egs.(2), os trés versores sio unitarios e ortogonais entre si, condiges que se resu-

mem na seguinte expressao:

- =

ciei=0y  15=123 3)

onde o ponto indica produto escalar e 6,-,- é o simbolo de Kronecker:

_ |1 sei=j
a""_{o sei# ]

0 mesmo se passa, evidentemente, com os versores x'1, X"z, xs do outro observador:

—

el =y i7=1,23 “)

Regressando a (1), designemos por (x1, X2, xa) as coordenadas (para o observador O)

do ponto O’, i.e.,
00 = x,e:
Deste modo, a eq. (1) escreve-se:
xi_e’i=Xi;i+xli-e‘ri (5)

Ora, sendo o espaco tridimensional, as duas bases de representacgdo utilizadas nao sao

independentes. Assim, por exemplo, os versores €'y, e'5, e'; devem escrever-se como
—_— i —

combinagoes lineares de &1, €3, €s:
-
e =M;e; (6)

A matriz [M] estabelece a relagdo entre as duas bases de representagéo e é facil deduzir

o significado dos seus elementos. Com efeito, usando as egs. (3) e (5), obtem-se:
-&i‘gt:Mgzj'_e.k:Mﬁ 611:M',1 (7)
Usando a definigao de produto escalar, tem-se:

—

M= |_gr'||_gk| cos (;'il -‘;k) — €Oos (e " ek)

Isto é, Ma é o cosseno do angulo formado pelas partes positivas dos eixos Z'; e x;, 0
que justifica a designagao de cossenos diretores para os elementos da matriz [M]. Deve
notar-se que estes nove elementos nio sio independentes; com efeito, usando as egs. (4)

e (6), tem se:

ee, =8, Maer My en=MiMuer €= MaM0m = MM,

onde se invocou a eg. (3). Assim:
MaMp= 6.—; (8)
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ou, em termos matriciais:
IMIMI =1
Aqui, o sobrescrito T significa matriz transporta e 1 é a matriz unidade. Estas matrizes

dizem se ortogonais, sendo agora facil obter a relagdo inversa da eq. (6):
[MTwe = (ML e = Ma o= (M Tul Ml e = (9)

Como o determinante de um produto de matrizes é o produto dos respetivos determinan-
tes, e como o determinante de qualquer matriz é igual ao determinante da sua transposta,

segue-se que:
det[M]==x1

Este resultado mostra como distinguir algebricamente a orientagcao de dois referenciais
cartesianos: se det[AM]=1, tém a mesma orientacio e se det [Af]=-1, tém orientacbes
inversas.

Exemplos (considera-se O = O’, embora seja irrelevante porque a matriz [M] no depen-

de das origens escolhidas para os eixos)

a) O sistema de eixos (x"1,x"2,xs) obtem-se de (x1, xz, x1) rodando, no sentido direto, de

um angulo ¢ em torno do eixo comum X3 = x's:

cos¢ senp O
[M]=|-seng cos¢ 0|—detlM]=1
0 0 1

b) O sistema de eixos (x'y,x"2,x's) obtem-se de (x1, X2, xa) por reflexdo especular no

plano ( x3,xa1):

100
[M]1=]| 0 1 O]-det[m]=—1
0 01

Regressando a eq. (1), os resultados obtidos permitem escrever:

- - '-” — ' -
xie.=Xeitxhe i =X.e. Tx"t Mye;

No ultimo termo, podemos trocar i com j porque sdo ambos indices mudos (apenas indi-
cam somas!). Com o resultado assim obtido e dada a independéncia linear dos vetores da

base, tem-se, finalmente:

x.—=)(i+ﬂﬂfji x’j (10)

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2018.028 | dexreooeo2{21B018 78


http://doi.org/10.24927/rce2018.086

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Escalares
Qualquer fungdo que tenha o mesmo valor para os dois observadores é um escalar. Sdo
disso exemplos conhecidos a temperatura (FIGURA 2), a massa ou carga elétrica de um

corpo, o volume de um dominio, a area de uma superficie ou 0 comprimento de uma linha.

FIGURA 2. Temperatura, uma grandeza escalar.

Mais geralmente, se se considerar uma fungéo de ponto, i.e., que a cada ponto do espago
associa um numero, real ou complexo, essa fungao (notada aqui por y e w’ respetivamente
pelo observador O e O’) é um escalar se e sé se:

w(x1,x2,%3) = @' (x"Lx"0x") (11)

Deve notar-se que as formas analiticas, i.e., as expressoes destas fungdes sdo, em ge-
ral, diferentes porque tém exatamente que reproduzir o mesmo valor no mesmo ponto do
espaco, sendo que tal ponto apresenta coordenadas diferentes para um e outro observado-
res. Por exemplo, considere-se a rotagao de eixos atras definida: a distancia a origem O de
um ponto de coordenadas (x;, 0, 0) &, evidentemente, |x,|. Para o outro observador O’ cujos
eixos rodaram de ¢ em torno do eixo comum X3 = X3, essa mesma distancia é expressa

por -/ (x"1cosg )3+ (xzsen¢)®, uma funcado analiticamente diferente da anterior mas que
garante o mesmo valor numérico quando nelas se substituem as respetivas coordenadas

do mesmo ponto do espaco.

Vetores

A eg. (10) fornece a relagéo entre as coordenadas do mesmo ponto P para os dois ob-
servadores considerados. Imaginemos, agora, um outro ponto Q cujas coordenadas sao
(¥1, ¥2,y3) para O, e (¥'1,¥"2¥"s) para O’. A relagdo entre estas grandezas é dada pela
mesma eq. (10):

yi=X.+ M, ¥,
Entdo o segmento orientado @ é descrito pela diferenga das coordenadas dos dois

pontos, encontrando-se:
Yi—x:i= M 0 ;—x';) (12)
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Esta diferenca de coordenadas €, pois, independente das origens dos referenciais.

Designa-se por vetor polar, ou simplesmente vetor (FIGURA 3), uma grandeza definida
por regras precisas e comuns aos dois observadores, a qual se exprime através de trés
numeros (A1, 4s,As) para O e por outros trés nimeros (A4;,4's,4's) para O’, de tal forma

que a relagdo entre estes conjuntos de nimeros é exatamente a eq. (12):

Ai=M: A% (13)

FIGURA 3. Caracterizagao de um vetor.

Segue-se, pois, que o segmento orientado }@. é um vetor, sendo usada a mesma no-
tacdo (uma seta sobre a letra) para Z um vetor de componentes ( 41,.42,43) para O e (

A", A" A's) para O’. Com a eq. (8), a relagdo (13) pode ser invertida:
A= Ma A (14)

Uma tal grandeza é independente dos observadores, embora, para cada um deles, ela
se exprima através de componentes, em geral diferentes para os diferentes referenciais,
mas relacionadas pelas eqgs. (13) ou (14). Sdo estas leis de transformagao que definem um

vetor e asseguram a sua independéncia dos observadores:
— — r — r —
A= A4d;e; = M,—,—A;e,— :Aje_,-

A ultima igualdade resulta da eq. (6).
A velocidade de um ponto material &, talvez, o exemplo mais conhecido de vetor. Se tal
ponto material é o ponto P atras considerado, as suas coordenadas passam a depender do

tempo (um escalar!), obrigando-nos a precisar a eq. (13):
x(t)=X,+M; x;(¢)

Deve, aqui, observar-se que se admitiu que nem O’ se move em relagdo a O (as coor-

denadas X sdo fixas), nem o referencial de O’ rodou em relagéo ao referencial de O (a

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2018.028 | dexreooeo2{21B018 76


http://doi.org/10.24927/rce2018.086

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

matriz [M], dos cossenos diretores, é também independente do tempo). O observador O

define a velocidade do ponto material pelo conjunto (d"f1 dxy d5"3) e o observador O ’define

dt " dt " dt
a velocidade do mesmo ponto por (d;t ‘1;,‘; ,‘i‘;ﬂ' ). Ora, derivando, em ordem ao tempo, a
equacao anterior, obtemos:
dx, _ 5, dx'
& M

Comparando com a eq. (13), estas derivadas definem um vetor, a velocidade v do ponto

material cujas componentes s&o ({:{ll ‘i—}‘t’l dg‘:), para o observador O, e (%, ‘Z‘t’“ d;t") para

o observador O’. Derivando, novamente, a equagao anterior, definimos um novo vetor, a

aceleracao ; do ponto material.

Ha muitos outros exemplos de vetores em Fisica: a intensidade do campo gravitico G, a
intensidade do campo elétrico E., a densidade de corrente elétrica T, etc.. Em todos eles,
existe uma definigdo precisa que origina trés nimeros para um observador e outros trés
numeros para outro observador, sendo que estes conjunto de nimeros estao relacionados
pela eq. (13).

Usando a eq. (13) podemos definir duas outras importantes grandezas. Consideremos
um outro vetor § com componentes B;, para o observador O, e B, para o observador O".
Entéo:

Bi=M, =B';

Efetuemos o produto contraido 4;B; e vejamos como ele se transforma:
B;:(Mi A’;)(Mh' B’k):b.{ji Mh A; i 7A’ B' (15)

Aqui, a ultima igualdade resultou da eq.(8). Quer dizer, o produto contraido de dois vetores é
um escalar e,na verdade, reconhece-se o produto escalar dos dos vetores na eq. (15). O caso
particular Z:_é‘ define um escalar importante: o quadrado da grandeza do vetor Z, soma dos
quadrados das suas componentes. exemplos de produtos escalares abundam em Fisica:
o trabalho realizado por uma forga ou a sua poténcia, o calor libertado por efeito Joule,
etc..

Outro caso importante resulta de se considerar uma fungao escalar tal como foi definida
na eq. (11). Diferenciando ambos os membros daquela equagéo, obtemos a seguinte igual-
dade escalar:

Y

o, = B

ax,

Ora, reconhecemos, em cada um dos membros, as componentes do vetor deslocamento
infinitesimal d;- aparecendo, entdo, quer o 12 membro quer 0 22 membro como um produ-
to escalar, o que nos faz suspeitar que gf e gvl,r sdo componentes do mesmo vetor para
um e outro observadores. Podemos confirmar que assim é recorrendo a lei de transforma-

¢do do vetor dr . Usando a eq. (14), tem-se:

—wdx. = g}fy}_ Mjsdxi
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Como as componentes do vetor deslocamento sdo arbitrarias e independentes, resulta:

d '

que € a lei de transformacé&o de um vetor (cf. eq. 13). Reconhecemos, aqui, o gradiente
da fungao escalar:

Vi = %"’CZ.- = gx—‘{’,}f?j = vy (16)

Note-se bem o significado deste resultado: um e outro observador definem os gradientes
das suas fungdes, analiticamente diferentes, para concluirem que os vetores assim obti-
dos sao iguais.

Recorda-se, rapidamente, que o vetor V¢ é normal, em cada ponto, as superficie i = ¢ = const
e que o seu sentido indica o sentido do crescimento da fungao, fornecendo, inclusivamente, a
distancia de um ponto destas superficies a outra, muito préxima (onde a constante toma o valor

c+dc), através de . Estes resultados obtém-se diretamente das equagGes acima.

Tensores
Regressando aos vetores (arbitrarios) A e E atras considerados, iremos agora estudar
como se transforma o produto 4;8;, notando que aqui se definem nove termos indepen-
dentes.
0 segundo observador também define as nove quantidades A4’;B';. Ora, usando a eq.
(14), obtemos:
AB;=(Mu A" XMy B)=Mu M,; A'\B", (17)

Definimos, agora, um tensor (cartesiano) de 22 ordem como um conjunto de nove nu-
meros, definidos por regras precisas, quer para o primeiro observador (designemo-los

por Ty) quer para o segundo (7% ), os quais estdo relacionados como na eq. (17), i.e.,
T&'=MEManrh (18)

E esta, entdo, a lei de transformacdo de um tensor de 22 ordem. H& muitos exemplos
em Fisica de tais tensores: o tensor de inércia, na mecéanica do soélido rigido; os tensores
das tensdes (FIGURA 4) e das deformagdes, na mecanica do sdlido deformavel; os tensores
permitividade elétrica e permeabilidade magnética, bem como o tensor de Maxwell, no
eletromagnetismo; etc.. Cada uma destas grandezas tem uma defini¢ao precisa paraum e

outro observador, mas para todos eles a lei de transformacao é a eq. (18).
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FIGURA 4. O tensor das tensdes: &y € a componente, segundo x, da tensao (vetor) que atua sobre uma superficie
normal ay.

Por esta mesma razao, a matriz [M], embora com dois indices, ndo é um tensor porque
ela respeita a relacéo entre eixos de dois observadores.

Vérias propriedades importantes e gerais deduzem-se facilmente a partir da eq. (18).

12 Contraindo os indices i e j (i.e., igualando-os e somando sobre os seus trés valores

possiveis), vem:

Ta= MMyl =00l =T%
A contracao dos indices, designada por traco do tensor, define um escalar.

22 Multipliqguemos ambos os membros da eq. (14) por um vetor w;, efetuando a contra-

cdo deste indice:

ij w; — MﬁMan’lﬂ W;

No 22 membro, reconhecemos a soma M, w; = w',, pela eq. (14). Assim:

T.;,—w,—=Mh- e W'

Comparando com a eq. (13), vemos que T’ w; define um vetor: a contragéo de um tensor
de 22 ordem por um vetor da um vetor. Pode-se provar o resultado inverso: suponhamos
que temos definidas 9 quantidades 7'y para o observador O e outras nove quantidades 7%,
para o observador O’. Se a equagéo anterior for verificada qualquer que seja o vetor 1_1;
podemos concluir que aquelas quantidades definem um tensor de 22 ordem. E importan-
te, na demonstracgao, a arbitrariedade do vetor. Um exemplo, aparentemente inesperado,
é fornecido pelo simbolo de Kronecker, atras definido. Admitamos, entéo, que 7; =4 e,

também, e = d .
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Inserido na equagéo anterior, obtem-se:
w; = Mh W'g

—-
Mas esta € a lei de transformagao do vetor arbitrario w . Entado, concluimos que o simbo-
lo de Kronecker é um tensor de 22 ordem. Vejamos como se transforma: usando a genérica

eg. (18), onde se identifica ' = d & no 22 membro, obtemos:

M.,—M.géh = M};Mkj = 5;,-

onde se recordou a eq. (8). Quer dizer, o simbolo de Kronecker, como tensor de 22 ordem,

tem a mesma forma para todos os observadores - diremos que é um tensor isotrdpico.

32 Um tensor de 22 ordem é simétrico ou antissimétrico se satisfizer, respetivamente,
8:=87ou 4; =—4,. E facil ver que, no primeiro caso, o tensor tem seis elementos indepen-
dentes e, no 22 caso, apenas trés. Como se transformam estes tensores?

Comecando pelo simétrico, tem-se:
Mthg' S'h: Mh‘Mnf S;t:Mni Mh- S’h

Aqui, a 22 igualdade é obtida trocando os indices mudos k e n. O resultado final mostra
que a simetria de um tensor é mantida na transformacao. Consideremos, agora, a transfor-

macao de um tensor antissimétrico:

MEMnjA'h: My MnjA:k:_MniMﬁA'h

Aqui, procedemos, como antes, na troca dos indices mudos. A conclusdo é a mesma: a
antisimetria de um tensor é mantida pela sua lei de transformag3o.

Quer isto dizer que as simetria ou anti-simetria de um tensor (de 22 ordem) sdo proprie-
dades invariantes do tensor, verificadas por qualquer observador. Um exemplo evidente é
o simbolo de Kronecker, um tensor simétrico.

42 Vale a pena considerar com mais pormenor o caso de um tensor antissimétrico. De-

signemos as suas trés entradas independentes da seguinte maneira:

.Ql = _Au =A32
Qe=—Au=Au (19)
Q:=—4p=4xn

-
Ora, sendo 4; um tensor e sendo w um vetor polar qualquer, entdo, como vimos,

;= A;w; é um vetor polar. Explicitando as suas componentes, encontramos:

Ci=Aupwy+Apwy= 7Q3W! + QZWS
Cy= Anwi t Anwa = Qowy — Q1w
Ci= Auwi T duwy = —Gaw + Owy

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2018.028 | dexreooeo2{21B018 10


http://doi.org/10.24927/rce2018.086

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Reconhecemos os segundos membros como as componentes de um produto vetorial o

qual se escreve na sua forma habitual:
C=0xw (20)

como se (2,2, Q;) fossem as componentes de um vetor & . Contudo, & n&o é um ver-
dadeiro vetor (polar) porque aquelas componentes sio, realmente, componentes de um
tensor antissimétrico. Designa-se 9] por vetor dual do tensor antissimétrico ou, mais ha-
bitualmente, por pseudo-vector ou vetor axial. Podemos verificar que @ se transforma,
realmente, de maneira oposta a de um vetor polar considerando o exemplo simples da

reflexdo no plano x,x; atras considerada (FIGURA 5).

FIGURA 5. Reflexdo, no plano sombreado, de um vetor polar (a esquerda) e de um vetor axial (a direita).

Usando a eq. (18) para a transformacgéao do tensor 4,, com a matriz [M] escrita naquele
exemplo, obtemos:

.Ql =—An= _MHM,aA'h = _Alm = -Qll
Qe=—Au= —MaMud'n=—A'y=— 0
Q= —Apg= MuMud'n= A'n=04

Compare-se com a transformagao de um vetor polar, ; por exemplo, que se obtem da
eq. (13):
W= Mjl W’j =_W’1
w=Mp W =Ww,
wi=Mp w'i=w)

Um exemplo simples: imaginemos um pido a girar, no sentido direto, com o seu eixo
dirigido segundo x;. O seu vetor rotagdo instantanea estard dirigido segundo este mesmo
eixo. Veja-se a imagem no “espelho” x,x3 - € um pido a girar no mesmo sentido, pelo que é
idéntico o seu vetor rotagao instantanea. Mas se dermos um passo em diregao ao espelho,
a nossa imagem dara um passo em sentido contrario - o deslocamento definido pelo passo
é um verdadeiro vetor.

No entanto, é verdade que, para transformacées entre referenciais com a mesma orien-
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tagdo, um vetor axial se comporta como um vector polar. E f4cil verificar esta afirmacao,
repetindo os calculos anteriores mas usando a matriz [M] definida para o outro exemplo
considerado atras (rotagao de eixos).

Voltando a eq. (20), recordamos que ela apenas reescreveu uma relagao tensorial en-
volvendo o vetor ;: e o0 tensor antissimétrico 4;, conduzindo a contragdo obtida, necessa-
riamente, a um verdadeiro vetor C (ver eq. 20). Assim, nesta equag&o, somos obrigados a
concluir que o produto vetorial de um pseudo-vetor por um vetor polar conduz a um vetor
polar. Alternativamente, o produto vetorial de dois vetores polares ou de dois pseudo-veto-
res resulta necessariamente num vetor axial.

Sao muitos os exemplos em Fisica onde intervém pseudo-vetores. Sdo assim o momento
cinético de uma particula ou o (pseudo) vetor rotagdo instantanea de um sélido rigido, o
campo magnético ou 0 momento magnético em eletromagnetismo, etc.. E de salientar que
tais pseudo-vectores surgem em definigdes apropriadas mas acabam por aparecer em no-
vos produtos vetoriais gerando, assim, verdadeiros vetores (por exemplo, o campo magné-
tico dado pela lei de Biot-Savart faz-se sentir pela forca de Lorentz - ambas as expressoes
contém produtos vetoriais).

42 Ser4, agora, dbvio que o produto escalar de um vetor por um pseudo-vector, por exem-
plo, 8 - w tal como referidos acima. ndo é um verdadeiro escalar, dada a diferente lei de
transformacao dos termos nele presentes: é realmente um pseudo-escalar e como tal de-
signado. Contudo, o produto escalar de dois pseudo-vectores é um verdadeiro escalar, de
que sdo exemplos a poténcia de um sélido em rotagdo (produto escalar do seu momento
cinético pelo pseudovector rotagéo instantinea) ou a energia de um magneto submetido
a um campo magnético (produto escalar do seu momento magnético pela intensidade do

campo magnético).
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