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Perante a enorme variedade e natureza dos fluidos e o vasto e diverso tipo de
comportamentos que apresentam, podiamos ser levados a pensar que ndo haveria
uma descrigao universal da sua mecanica. Contudo, ndo é assim: as leis que regem a
dindmica de qualquer fluido sdo bem conhecidas e derivam de principios universais.
Sendo assim, onde esta a dificuldade em descrevermos quantitativamente o escoamento

de um fluido nas suas multiplas manifestacoes?

A resposta pode ser ja adiantada, embora sé mais adiante se percebera cabalmente a sua
esséncia: as equacgdes basicas sdo altamente nio lineares, um capitulo da matematica
ainda por desenvolver completamente. Mesmo a simulagcdo numérica destas equagbes
apresenta, muitas vezes, o fendmeno de caos onde a evolugao, para os mesmos dados, da
dindmica de um fluido, embora inteiramente determinista, acaba por originar solugées que
divergem exponencialmente ao longo do tempo quer porque a introdugao dos dados num
computador necessariamente introduz arredondamentos, quer porque as proprias equa-
¢Oes tém que ser discretizadas originando uma dependéncia na “finura” da malha utilizada.
E devido ao caos que previsbes meteoroldgicas sé sdo fidveis para poucos dias, mesmo
quando se recorre aos computadores mais avangados. Perante isto, percebe-se que so-
lugdes analiticas daquelas equagdes ndo sdo frequentes, mas existem e sdo de grande
importancia porque tém um grande dominio de aplicagdes e porque permitem aferir o grau
de fiabilidade de solugdes numéricas. Compreende-se, também, que, na pratica, aquelas
equacgdes fundamentais sejam objeto de aproximagdes determinadas por nimeros adi-
mensionais (Mach, Taylor, Froude, Prandtl, Rayleigh, Reynolds, etc.), os quais medem a
importancia relativa de varios termos nas equagoes, justificando a aproximacao utilizada e
0 ambito da sua aplicagdo. Mais abaixo, ver-se-a um exemplo.

Genericamente, um fluido em movimento é descrito por varios campos® que mutuamen-
te se influenciam.

a) Em primeiro lugar, temos, evidentemente, o campo (vetorial) de velocidades
ele indica, em cada ponto, a velocidade da pequena porgao de fluido ai localizada, em cada

instante. Uma linha de corrente €, em cada instante, tangente, em cada ponto, a velocidade

+Ver "Campos”.
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naquele ponto e instante; em geral, ndo coincide com a trajetdria de qualquer pequena
massa, como se pode observar, com bastante atengdo, no movimento de um ribeiro. Sé no
caso do movimento permanente (i.e. nada depende explicitamente do tempo) uma linha de
corrente coincide com a trajetéria das particulas que nela se localizem A partir do campo
de velocidades, constréi-se o campo (vetorial) de aceleragoes - € a aceleragdo a
que esta submetida a pequena massa naquele ponto e naquele instante. Esta descrigéo é
conhecida por formulagao de Euler mas, apesar da sua simplicidade, esconde uma relagdo
nada trivial entre os dois campos considerados. Com efeito, para obter a aceleracgio da pe-
guena massa temos de comparar a sua velocidade inicial com a velocidade que tem noutro
instante: ora, durante este pequeno intervalo de tempo, a pequena massa deslocou-se da

primeira para a segunda posicao, isto é:

Introduzimos, aqui, o operador designado por derivada hidrodindmica: ele
determina, para qualquer grandeza, a taxa de evolugcao temporal dessa grandeza quando

acompanhamos uma pequena massa.

b) Em segundo lugar, surge o campo (escalar) da massa especifica , @ massa por
unidade de volume. Se n3o existirem reagdes quimicas ou nucleares, a massa de qualquer
pequena porgdo do fluido conserva-se, evidentemente, mas ira, em geral, ocupar diferen-
tes volumes ao longo do tempo e, portanto havera alteracdes locais da massa especifica.
Deixamos, aqui, registada a equag3o a que tem de obedecer a massa especifica, conhecida

por equacgao da continuidade, remetendo para outro lugar a sua dedugéo:

Podemos dar uma outra forma a esta equagao de maneira a torna-la mais transparente.

Designemos por v o volume ocupado pela unidade de massa (ndo confundir o simbolo

com o simbolo da velocidade). E 6bvio que . Entao:
Isto é, a taxa de variagdo percentual do volume por unidade de massa, , € simplesmen-
te determinada pela divergéncia do campo de velocidades: . Entao, se pudermos

considerar o fluido como incompressivel, i.e., a mesma massa ocupa sempre o mesmo volume,
o campo de velocidades tem divergéncia nula, resultado de grande importancia em varias apli-

cacgdes.

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.2492//rce2018.084 | dezembro de 2018 2


http://doi.org/10.24927/rce2018.084

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

FIGURA 1. Evocacgao, em selo, de Charles Navier e George Stokes, e da equagdo que leva 0s seus nomes.

¢) Em terceiro lugar, temos de considerar os campos de forgas que atuam sobre o flui-
do. Desde logo, o peso que origina a densidade volumica , mas para varias situacoes,
sobretudo em meteorologia ou geofisica, também a forga de Coriolis? devida a rotagéo da
Terra. O campo de pressdes determina outra importante forga: se a pequena massa esta
submetida a uma pressdo nao uniforme, surgira uma forga que aponta da maior para a me-
nor pressao, i.e., oposta ao gradiente de pressoes, originando a densidade volumica
Em fluidos viscosos ha, também que incluir as tensdes viscosas; no caso de fluidos newto-
nianos® e isotrdpicos, a tensao é proporcional o gradiente da velocidade, daqui resultando a
densidade volumica* onde é o coeficiente de viscosidade dindmica
e { é o coeficiente de viscosidade volimica, ambos, aqui supostos constantes. Note-se que
0 Ultimo termo da expressao anterior, desaparece para fluidos incompressiveis; em qual-
quer caso, ele serd ignorado no que se segue (tal termo, porque proporcional a um gra-
diente, pode ser adicionado ao termo de presséao, redefinindo, assim, este tltimo campo).

Com estes resultados, a equagao fundamental da dinamica escreve-se:

Ea equacdo de Navier-Stokes, a equagdo fundamental para fluidos viscosos®. Ela tem
de ser completada com as condigdes fronteira: perfeita aderéncia a corpos sélidos (i.e., as
velocidades do fluido e do sélido sdo iguais nos pontos de contacto) ou na superficie que
separa dois fluidos viscosos e imisciveis.

Como aplicagao, considere-se o escoamento entre dois planos horizontais, estando fixo
o de baixo e movendo-se o de cima com velocidade uniforme U (ver FIGURA 1 em “Visco-
sidade”). O escoamento é suposto permanente e o fluido é considerado incompressivel.

Tomemos o eixo x no plano horizontal, alinhado com a dire¢cdo do movimento do fluido, e o

2\er “Forga”.
3Ver “Fluidos”. 5 ) "
40 simbolo A representa o laplaciano: A = a‘i, +%+%

5 A existéncia e unicidade de solugdo desta equacao para condigdes gerais, € um dos problemas do Prémio Milénio
ainda sem solugao.
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eixo y na vertical; o terceiro eixo z, normal aos anteriores, ndo desempenha, aqui qualquer
papel. E dbvio que as linhas de corrente sdo horizontais, coincidindo com as trajetdrias
das pequenas massas. O campo de velocidades reduz-se a componente v_que nio pode
depender do tempo (movimento permanente), nem da coordenada x (fluido incompres-
sivel), nem da coordenada z (por simetria). Assim, v _(y), apenas. Entao, a velocidade
de qualquer pequena massa permanece constante ao longo da linha de corrente, i.e., € nula a
sua aceleragdo. Projetando a equagao de Navier-Stokes segundo o eixo y, obtemos o campo
de pressdes que se reduz, afinal, a pressao hidrostatica. Projetando segundo o eixo x, obtemos
, que se integra facilmente com as condigdes de aderéncia aos dois planos: ,

onde h € a distancia entre os planos. Assim, o caudal (em volume), por unidade de comprimento
transversal (i.e., segundo z) é . O plano superior exerce a tensao tangencial
, mas move-se uniformemente pelo que a poténcia das forgas que temos

de aplicar para manter o seu movimento é dissipada sob a forma de calor no seio do fluido.

d) O exemplo atras elaborado mostra que, em fluidos viscosos, deve, também, ser con-
siderado o campo (escalar) da temperatura, o qual se revela responsavel por dois efeitos
importantes: por um lado, os coeficientes de viscosidade variam fortemente com a tempe-
ratura® e, portanto, ndo poder&o, em geral, ser considerados constantes; por outro lado, se
a temperatura nao for uniforme, havera propagagao de calor por condugéo ou por conve-
x30, surgindo esta ultima pela dilatag&do térmica do fluido. Nao prosseguiremos aqui estes

importantes tdpicos, mas a que retornaremos noutras publicagdes.

e) Por ultimo, temos de analisar o campo de pressdes. Cada pequena massa deve ser
encarada como um sistema termodinamico, o que pressupde ser formada por um niimero
de 4tomos ou moléculas da ordem do nimero de Avogadro. Além disso, admitimos que tal
pequena massa esta em equilibrio termodinamico, obedecendo a uma equacéo de estado
que relaciona a pressio, temperatura e massa especifica. Por exemplo, para um gas ideal
é , onde M é a massa molecular, R a constante dos gases perfeitos e T'a tem-
peratura absoluta. Este equilibrio é designado por equilibrio local porque assumido para
qualquer pequena massa, embora possa nao haver, e geralmente nao ha, equilibrio global
de todo o fluido como se depreende da existéncia de um campo de temperaturas, em geral

nao uniforme.

Os considerandos anteriores servem, essencialmente, para fazer intuir que o escoamento
de um fluido apresenta um enorme desafio matematico que s6 em casos relativamente sim-
ples, embora importantes, é suscetivel de solucdo analitica. Um dos principais recursos uti-
lizados em muitas aplicagdes, consiste em tornar adimensional a equagdo de Navier-Stokes
como, a seguir, ilustraremos com um exemplo simples. Imaginemos um fluido viscoso e
incompressivel mover-se através de uma configuragcdo geométrica caracterizada por um

comprimento L tipico, por exemplo o didmetro de uma esfera ou de um cilindro iméveis

5Ver “Viscosidade”.
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no seio do fluido obrigado, assim, a escoar-se em torno destas figuras. Designemos por
¥ uma velocidade tipica do fluido, por exemplo a velocidade em regiGes afastadas daque-
las figuras ou determinado pelo caudal. Podemos, agora, mudar para variaveis adimen-
sionais, notadas por uma plica, definidas como segue:

Substituindo na equagéo, obtém-se:

_pLV
]
fluidos, em geometrias semelhantes, obedecem a esta mesma equagao adimensional, en-

onde Re € o numero de Reynolds (adimensional). Daqui decorre que, se dois
tdo0 o comportamento dos dois fluidos é idéntico, apenas tendo que se mudar as escalas.
E assim que avides e automéveis sao “experimentados” em tuneis de vento, bastando efe-
tuar as experiéncias com miniaturas geometricamente semelhantes, desde que se garanta
que objeto e miniatura estdo submetidos ao mesmo nimero de Reynolds. O ponto mais
interessante destas leis de escala é ndo ser necessario resolver qualquer equacg3o para se
conseguir obter respostas adequadas para o sistema de interesse. Por exemplo, a tensdo

viscosa q%’ = %gz. qguando integrada sobre a superficie do sélido em contacto com

o fluido, origina uma forga A4x ¥L, onde 4 é um nimero adimensional que dependera do
nimero de Reynolds; do mesmo modo, a pressao, integrada sobre a mesma superficie
determina uma resultante Bp #>L?, onde B é outra constante adimensional que também
depende do nimero de Reynolds. Estas constantes 4 e B podem ser medidas experimen-
talmente, daqui resultando que a forga exercida pelo fluido sobre o sélido tem a forma
AnVL + Bp V'L’ = qVL(A4 + BRe).

Voltando a equagao anterior, vemos que para grandes nimeros de Reynolds, poderemos,
como primeira aproximacgao, ignorar o termo da viscosidade, simplificando a equagao fun-

damental da dinamica para a seguinte forma:

Esta é a equacdo de Euler que rege a mecanica de fluidos perfeitos, i.e., sem viscosidade.
Embora de forma aproximada, esta equacao descreve um inimero conjunto de aplicacdes,
como se vera noutras publicagées. Aqui, importa realgar que uma solugdo da equagido de
Euler como aproximacao para um fluido viscoso, falha nas proximidades de corpos sdlidos
ou nas interfaces entre liquidos. Tal acontece devido as diferentes condigGes fronteira que

fluidos viscosos e perfeitos apresentam naquelas circunstancias.
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A)

B)

FIGURA 2. Escoamento de um fluido viscoso em torno de uma esfera. A camada limite estd marcada a vermelho,
separando-se da esfera para maior nimero de Reynolds, aparecendo, neste caso, vértices no seu interior. O fluido é
livre de vorticidade fora da camada limite, representada pelo sombreado. Em A) a camada limite ainda esté ligada a
esfera, apesar de continuar para além dela. Em B) o fluido separou-se, formando vortices por tras da esfera.

Um fluido viscoso adere ao sélido enquanto que um fluido perfeito apenas satisfaz a
condigao de ndo entrar nem sair do sélido. Deste modo, um fluido viscoso comportar-se-a
como perfeito até uma certa distancia do corpo sélido ou da interface com outro fluido.
Define-se, assim, a camada limite, a regido dentro da qual a diferenga relativa entre os
campos de velocidade de um fluido viscoso e de um fluido perfeito é superior a, por exem-
plo, 10%. No exterior dessa camada limite, a equagao de Euler constituird uma excelente

aproximacao da equacao de Navier-Stokes.
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