REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

CITACAO

Lage, E. (2018)

Escalares, vetores e tensores
cartesianos,

Rev. Ciéncia Elem., V6(04):086.
doi.org/10.24927/rce2018.086

EDITOR
José Ferreira Gomes,
Universidade do Porto

EDITOR CONVIDADO
Jorge Manuel Canhoto,
Universidade de Coimbra

RECEBIDO EM
27 de agosto de 2018

ACEITE EM
23 de setembro de 2018

PUBLICADO EM
15 de janeiro de 2019

COPYRIGHT

© Casa das Ciéncias 2018.

Este artigo é de acesso livre,
distribuido sob licenga Creative
Commons com a designagao
CC-BY-NC-SA 4.0, que permite

a utilizacao e a partilha para fins
nao comerciais, desde que citado

o0 autor e a fonte original do artigo.

rce.casadasciencias.org

A 9

Escalares,
vetores e tensores
cartesianos

Eduardo Lage

Universidade do Porto
ejslage@gmail.com

Em Fisica, deparamos muitas vezes com grandezas que, tendo uma definigdo precisa,
sdo, ou podem ser, diferentemente representadas para observadores distintos. Torna-
-se, entdo, necessdrio estabelecer uma relagcao entre essas diferentes representa-
coes, surgindo assim a caracterizagao das grandezas como escalares, vetores ou,
genericamente, tensores. Sao, aqui, apresentadas essas relagdes para observadores
que se encontram iméveis (um em relacdo ao outro) e que cada um usa um sistema

tri-rectangular ortonormado de eixos de referéncia (referenciais cartesianos).

FIGURA 1. Relagdo entre dois referenciais cartesianos.

A figura mostra os dois sistemas de eixos: para cada observador, os trés eixos sdo orto-

gonais entre si e, em cada eixo, é definida uma uma unidade de comprimento, comum n&o
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s0 aos trés eixos de um observador como aos trés eixos do outro observador. Tal justifica
o adjectivo “ortonormado” atrdas utilizado. Note-se que cada eixo se prolonga, como linha
recta, indefinidamente e que, em cada um, distancias, a partir da respetiva origem, séo
afetadas do sinal (+) nos sentidos indicados pelas setas e do sinal (-) nos sentidos opostos.
E, assim, muito conveniente associar, com cada eixo, um vetor unitério (versor) com ori-
gem na origem do referencial, apontando no sentido positivo do eixo e de tamanho unitério.
Deste modo, em cada referencial fica associada uma base (Z, e, Z) que permite univoca-
mente definir, para cada observador, a posi¢ado de qualquer ponto no espaco.

Exigiremos, adicionalmente, que os dois sistemas de eixos tenham a mesma orientacgao.
Isso significa o seguinte: se imaginarmos que as origens se sobrepéem (O = O’) e alinhar-
mosx’, comx, e x’, com x,, fazendo coincidir as respetivas partes positivas, entdo ndo sé x’,
alinha com x, como também coincidem as respetivas partes positivas. Se, pelo contrario,
a parte positiva de x’; coincide com a parte negativa de x,, diremos que os referenciais
tém orientagdes inversas. Por Ultimo, designaremos um sistema de eixos por direto se um
saca-rolhas progredir segundo a parte positiva de x, quando roda (de 90°) da parte positiva
de x, para a parte positiva de x,. Se aquela progressé&o se der para a parte negativa de x,,
diremos que o sistema de eixos é inverso. E 6bvio que os dois referenciais da figura sao

ambos diretos, tendo, pois, a mesma orientagao.

Duas notas:

12 - E muito comum usar-se a notacdo (x,y,z) para os eixos, nomeadamente,
X=X1,Y =X2,Z = Xa. E completamente arbitrario usar uma ou outra notagao mas, como
veremos, ha grandes vantagens em utilizar a notagdo mais simétrica ( x1, x», x3) que sera
aqui adotada.

2_E 6bvio que a descricdo de uma grandeza fisica é independente das convencdes atras
utilizadas, nomeadamente, a tri-rectangularidade, normalizag3o e orientagao dos eixos. E
¢ possivel apresentar uma descrigcdo mais geral, liberta destes constrangimentos e dese-

javel para diversos fins, mas que aqui ndo cabe fazer.

Regressando a figura, vemos que o mesmo ponto P tem coordenadas ( x;, x,, x3) parao

observador O, e (x’;, x5, x"3) para o observador O'. A mesma figura mostra a relago:
OP =00+ 0P 1)
sendo, entao:

OP=z,e1+xe2+zses=xie: (2)

—

OP=zx"e' +ase'stase's=2a" e

Aqui, as ultimas igualdades mostram ja a vantagem da notacgdo simétrica: as duas so-
mas sdo substituidas por uma notagdo mais compacta onde o indice repetido indica uma
soma (sobre os valores desse indice). O indice repetido é designado por indice mudo e pode

ser representado por qualquer outra letra, desde que ndo haja ambiguidades.
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Nas egs.(2), os trés versores sio unitarios e ortogonais entre si, condiges que se resu-

mem na seguinte expressao:

- -

eire; =0y =123 (3)

onde o ponto indica produto escalar e §,; é o simbolo de Kronecker:

1 sei=y
' 0 set#J

0 mesmo se passa, evidentemente, com os versores x'1,x’s, X3 do outro observador:

- -

6'7:'6'7‘:6{7‘ i,j=1,2,3 (4)

Regressando a (1), designemos por ( x;, x, x3) as coordenadas (para o observador O)
do ponto O’, i.e.,

Deste modo, a eq. (1) escreve-se:
x,gl :Xt-e>7+xll_e>'f (5)

Ora, sendo o espaco tridimensional, as duas bases de representacgdo utilizadas nao sao
independentes. Assim, por exemplo, os versores ¢';, ¢',, ¢'; devem escrever-se como

— —

combinagoes lineares de ¢y, €,, €3:
e'i=M;e, (6)

A matriz [M] estabelece a relagdo entre as duas bases de representagéo e é facil deduzir

o significado dos seus elementos. Com efeito, usando as egs. (3) e (5), obtem-se:

-

e'i'Zk:Ml/ Zj'_e)k:M’/ a/k:M”‘ (7)

Usando a definigao de produto escalar, tem-se:

- >

. TN
My =\e'|le: cos(e’, er) =cos(e’, ex)

Isto é, M. é o cosseno do 4ngulo formado pelas partes positivas dos eixos z'; e x;, 0
que justifica a designagao de cossenos diretores para os elementos da matriz [M]. Deve
notar-se que estes nove elementos nio sio independentes; com efeito, usando as egs. (4)

e (6), tem se:

- - - - - >
e;-e; = 8,, :M;A €k 'M,,, en = M;kM,,,eA~ €n =M,A.M/,,3A,, = M,kM,k

onde se invocou a eg. (3). Assim:
MM, =3, 8)
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ou, em termos matriciais:
(MIM]'=1
Aqui, o sobrescrito T significa matriz transporta e 1 é a matriz unidade. Estas matrizes

dizem se ortogonais, sendo agora facil obter a relagdo inversa da eq. (6):
(M )e'i =ML =Mue' =M "Ml e =er (9

Como o determinante de um produto de matrizes é o produto dos respetivos determinan-
tes, e como o determinante de qualquer matriz € igual ao determinante da sua transposta,

segue-se que:
det[M]==1

Este resultado mostra como distinguir algebricamente a orientagcao de dois referenciais
cartesianos: se det [}/]=1, tém a mesma orientagao e se det [}/ ]=-1, tém orientagdes
inversas.

Exemplos (considera-se O = O’, embora seja irrelevante porque a matriz [M] no depen-

de das origens escolhidas para os eixos)

a) O sistema de eixos (x’,,x"s, x’;) obtem-se de ( x4, x», X3) rodando, no sentido direto, de
um angulo ¢ em torno do eixo comum X3 = X's:

cosp senp 0
[M]1=|- send cos¢p 0|—det[M]=1
0 0 1

b) O sistema de eixos (x1, x5, x"s) obtem-se de (x, x,, x3) por reflexdo especular no

plano ( x, x3):

—100
[M]=]| 0 1 Of—det[M]=—1
0 01

Regressando a eq. (1), os resultados obtidos permitem escrever:
xiei=Xeitx'iei=Xe+tx'' M;e;
No ultimo termo, podemos trocar i com j porque sdo ambos indices mudos (apenas indi-
cam somas!). Com o resultado assim obtido e dada a independéncia linear dos vetores da

base, tem-se, finalmente:

X[:Xi+Mji .X’_j (10)
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Escalares
Qualquer fungdo que tenha o mesmo valor para os dois observadores é um escalar. Sdo
disso exemplos conhecidos a temperatura (FIGURA 2), a massa ou carga elétrica de um

corpo, o volume de um dominio, a area de uma superficie ou 0 comprimento de uma linha.

FIGURA 2. Temperatura, uma grandeza escalar.

Mais geralmente, se se considerar uma fungéo de ponto, i.e., que a cada ponto do espago
associa um numero, real ou complexo, essa fungao (notada aqui por y e w’ respetivamente
pelo observador O e O’) é um escalar se e sé se:

w(x,x2x3) =y’ (x",x"x") (11)

Deve notar-se que as formas analiticas, i.e., as expressoes destas fungdes sdo, em ge-
ral, diferentes porque tém exatamente que reproduzir o mesmo valor no mesmo ponto do
espaco, sendo que tal ponto apresenta coordenadas diferentes para um e outro observado-
res. Por exemplo, considere-se a rotagao de eixos atras definida: a distancia a origem O de
um ponto de coordenadas (x;, 0, 0) &, evidentemente, |x,|. Para o outro observador O’ cujos
eixos rodaram de ¢ em torno do eixo comum X3 = Xx';, essa mesma distancia é expressa

por  (x"cosp )+ (x'ssend)?, uma fungdo analiticamente diferente da anterior mas que
garante o mesmo valor numérico quando nelas se substituem as respetivas coordenadas

do mesmo ponto do espaco.

Vetores

A eg. (10) fornece a relagéo entre as coordenadas do mesmo ponto P para os dois ob-
servadores considerados. Imaginemos, agora, um outro ponto Q cujas coordenadas sao
(¥ Y2, ys) para O, e (y'1,)'»)"s) para O’. A relagdo entre estas grandezas é dada pela
mesma eq. (10):

Yi=Xi+M;y';
Entdo o segmento orientado P_Q> é descrito pela diferenca das coordenadas dos dois

pontos, encontrando-se:
yi—x;i=M; y;—x';) (12)
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Esta diferenca de coordenadas €, pois, independente das origens dos referenciais.

Designa-se por vetor polar, ou simplesmente vetor (FIGURA 3), uma grandeza definida
por regras precisas e comuns aos dois observadores, a qual se exprime através de trés
numeros ( A, 42,A;) para O e por outros trés nimeros (4’,,4’,,A’;) para O’, de tal forma

que a relagdo entre estes conjuntos de nimeros é exatamente a eq. (12):

A=M; A (13)

FIGURA 3. Caracterizagao de um vetor.

Segue-se, pois, que o segmento orientado P_Q) é um vetor, sendo usada a mesma no-
tagdo (uma seta sobre a letra) para Z um vetor de componentes ( 4,, 4;,43) para O e (

A, A'»,A4';) paraO’. Com a eq. (8), a relagdo (13) pode ser invertida:
A’,— == M,—k Ak (14)

Uma tal grandeza é independente dos observadores, embora, para cada um deles, ela
se exprima através de componentes, em geral diferentes para os diferentes referenciais,
mas relacionadas pelas eqgs. (13) ou (14). Sdo estas leis de transformagao que definem um

vetor e asseguram a sua independéncia dos observadores:
—_— — , — , —
A :A,‘ei ZM/,A j€i =4 j €

A ultima igualdade resulta da eq. (6).
A velocidade de um ponto material é, talvez, o exemplo mais conhecido de vetor. Se tal
ponto material é o ponto P atras considerado, as suas coordenadas passam a depender do

tempo (um escalar!), obrigando-nos a precisar a eq. (13):
Xi(t) =X+ M; )C",-(l‘)

Deve, aqui, observar-se que se admitiu que nem O’ se move em relagdo a O (as coor-

denadas X; sdo fixas), nem o referencial de O’ rodou em relagdo ao referencial de O (a
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matriz [M], dos cossenos diretores, é também independente do tempo). O observador O

define a velocidade do ponto material pelo conjunto (%1 @X: dXs) g g observador O define

dt ' dt' dt
a velocidade do mesmo ponto por (dgt',%,%). Ora, derivando, em ordem ao tempo, a
equacao anterior, obtemos:
dxi _ o, dx)
ar ~ Mg

Comparando com a eq. (13), estas derivadas definem um vetor, a velocidade v do ponto

i i 3 d)ﬁ d)C2 dx;; dx', @%
material cujas componentes s&o ( L e & ), para o observador O, e ( T ) para
o observador O’. Derivando, novamente, a equagao anterior, definimos um novo vetor, a

aceleracao Z do ponto material.

Ha muitos outros exemplos de vetores em Fisica: a intensidade do campo gravitico G, a
intensidade do campo elétrico E, a densidade de corrente elétrica 7, etc.. Em todos eles,
existe uma definigdo precisa que origina trés nimeros para um observador e outros trés
numeros para outro observador, sendo que estes conjunto de nimeros estao relacionados
pela eq. (13).

Usando a eq. (13) podemos definir duas outras importantes grandezas. Consideremos
um outro vetor E com componentes B;, para o observador O, e B';, para o observador O’.
Entéo:

Bi=M; =B’

Efetuemos o produto contraido 4;B; e vejamos como ele se transforma:
A:B; = (M/i A';’ )(Mki B, ): M; M AI;Blk :A',Bl, (15)

Aqui, a ultima igualdade resultou da eq.(8). Quer dizer, o produto contraido de dois vetores
€ um escalar e,na verdade, reconhece-se o produto escalar dos vetores na eg. (15). O caso
particular 1_4):2;’) define um escalar importante: o quadrado da grandeza do vetor Z, soma dos
quadrados das suas componentes. exemplos de produtos escalares abundam em Fisica:
o trabalho realizado por uma forga ou a sua poténcia, o calor libertado por efeito Joule,
etc..

Outro caso importante resulta de se considerar uma fungao escalar tal como foi definida
na eq. (11). Diferenciando ambos os membros daquela equagéo, obtemos a seguinte igual-
dade escalar:

Y
M T )

dx’;

Ora, reconhecemos, em cada um dos membros, as componentes do vetor deslocamento

infinitesimal dr , aparecendo, ent&o, quer o 12 membro quer o 22 membro como um produ-
W Y
ax, € ox ’j
um e outro observadores. Podemos confirmar que assim é recorrendo a lei de transforma-

to escalar, o que nos faz suspeitar que sdo componentes do mesmo vetor para

¢do do vetor dr . Usando a eq. (14), tem-se:

o _ oy
8X‘ dx, - axr/ M,,dx,
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Como as componentes do vetor deslocamento sdo arbitrarias e independentes, resulta:

oy Y
ax, B = ox

M

que ¢é a lei de transformacgado de um vetor (cf. eq. 13). Reconhecemos, aqui, o gradiente

da fungao escalar:

- oY~
VlﬁZTz"e,: a;ﬁ,/ e, =Vy' (16)

Note-se bem o significado deste resultado: um e outro observador definem os gradientes
das suas fungdes, analiticamente diferentes, para concluirem que os vetores assim obti-
dos sao iguais.

Recorda-se, rapidamente, que o vetor V¥ é normal, em cada ponto, as superficie i = ¢ = const
e que o seu sentido indica o sentido do crescimento da fungao, fornecendo, inclusivamente, a
distancia de um ponto destas superficies a outra, muito préxima (onde a constante toma o valor

c+dc), através de . Estes resultados obtém-se diretamente das equagGes acima.

Tensores
Regressando aos vetores (arbitrarios) Z e E atras considerados, iremos agora estudar
como se transforma o produto 4;B,, notando que aqui se definem nove termos indepen-
dentes.
0 segundo observador também define as nove quantidades A’,B’;. Ora, usando a eq.
(14), obtemos:
AB,=(My A'. )M, B",)=M,M, A"B’, (17)

Definimos, agora, um tensor (cartesiano) de 22 ordem como um conjunto de nove nu-
meros, definidos por regras precisas, quer para o primeiro observador (designemo-los

por 7' ;) quer para o segundo (7'’ ), os quais estdo relacionados como na eq. (17), i.e.,
Ti/: Mki Mni T’lm (18)

E esta, entdo, a lei de transformacdo de um tensor de 22 ordem. H& muitos exemplos
em Fisica de tais tensores: o tensor de inércia, na mecéanica do soélido rigido; os tensores
das tensdes (FIGURA 4) e das deformagdes, na mecanica do sdlido deformavel; os tensores
permitividade elétrica e permeabilidade magnética, bem como o tensor de Maxwell, no
eletromagnetismo; etc.. Cada uma destas grandezas tem uma defini¢ao precisa paraum e

outro observador, mas para todos eles a lei de transformacao é a eq. (18).
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FIGURA 4. O tensor das tensdes: o,, € a componente, segundo x, da tensdo (vetor) que atua sobre uma superficie
normal ay.

Por esta mesma razao, a matriz [M], embora com dois indices, ndo é um tensor porque
ela respeita a relacéo entre eixos de dois observadores.
Vérias propriedades importantes e gerais deduzem-se facilmente a partir da eq. (18).

12 Contraindo os indices i e j (i.e., igualando-os e somando sobre os seus trés valores

possiveis), vem:

Ti=MiM,TwWw=0uT"w=T"x
A contracao dos indices, designada por traco do tensor, define um escalar.

22 Multipliguemos ambos os membros da eq. (14) por um vetor w;, efetuando a contra-

cdo deste indice:

T‘i/' W/ = Mkl Mn/'Tllm W/'

No 22 membro, reconhecemos a soma M,; w, = w',, pela eq. (14). Assim:

Ti/ W/ = M/\'[ T'kn W’n

Comparando com a eq. (13), vemos que T'; w; define um vetor: a contragdo de um tensor
de 22 ordem por um vetor da um vetor. Pode-se provar o resultado inverso: suponhamos
que temos definidas 9 quantidades 7'; para o observador O e outras nove quantidades T,
para o observador O’. Se a equagéo anterior for verificada qualquer que seja o vetor ;v)
podemos concluir que aquelas quantidades definem um tensor de 22 ordem. E importan-
te, na demonstracgao, a arbitrariedade do vetor. Um exemplo, aparentemente inesperado,
é fornecido pelo simbolo de Kronecker, atras definido. Admitamos, entdo, que 7; =6 ; e,

também, T, = 6w
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Inserido na equagéo anterior, obtem-se:
wi =My w'

—
Mas esta € a lei de transformagao do vetor arbitrario w . Entao, concluimos que o simbo-
lo de Kronecker é um tensor de 22 ordem. Vejamos como se transforma: usando a genérica

eg. (18), onde se identifica 7" = 0 »» no 22 membro, obtemos:

MkiMn/'élm = MkiM/\'f = 5”

onde se recordou a eq. (8). Quer dizer, o simbolo de Kronecker, como tensor de 22 ordem,

tem a mesma forma para todos os observadores - diremos que é um tensor isotrdpico.

32 Um tensor de 22 ordem é simétrico ou antissimétrico se satisfizer, respetivamente,
Sii=Sou4, =—4,. E facil ver que, no primeiro caso, o tensor tem seis elementos indepen-
dentes e, no 22 caso, apenas trés. Como se transformam estes tensores?

Comecando pelo simétrico, tem-se:
MAi Mnf S’I\n = MA; Mni Sr,rA: Mm' MM 'kn

Aqui, a 22 igualdade é obtida trocando os indices mudos k e n. O resultado final mostra
que a simetria de um tensor é mantida na transformacao. Consideremos, agora, a transfor-

macao de um tensor antissimétrico:

Ml.( Mn/ A’lm = _Mkl M!/A:M':_ Mu MI‘/A'Im

Aqui, procedemos, como antes, na troca dos indices mudos. A conclusdo é a mesma: a
antisimetria de um tensor é mantida pela sua lei de transformacao.

Quer isto dizer que as simetria ou anti-simetria de um tensor (de 22 ordem) sdo proprie-
dades invariantes do tensor, verificadas por qualquer observador. Um exemplo evidente é
o simbolo de Kronecker, um tensor simétrico.

42 Vale a pena considerar com mais pormenor o caso de um tensor antissimétrico. De-

signemos as suas trés entradas independentes da seguinte maneira:

Qi =—An=4»
.QQ = _A31 :A13 (19)
Q;=—4,=4»

>
Ora, sendo 4, um tensor e sendo w um vetor polar qualquer, entdo, como vimos,

C:=A4;w; é um vetor polar. Explicitando as suas componentes, encontramos:
Ci=Apwy+ Ayw; = —Q3wy + Qyws

Co=Aawi + Auws = Qywi—Qiwy
Cy=Auwi 4wy = —Qowi + Q\w,
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Reconhecemos os segundos membros como as componentes de um produto vetorial o
qual se escreve na sua forma habitual:

—

C=03xw (20)

como se (Q,,Q.,Q,) fossem as componentes de um vetor d . Contudo, 8 n&o é um ver-
dadeiro vetor (polar) porque aquelas componentes sio, realmente, componentes de um
tensor antissimétrico. Designa-se a por vetor dual do tensor antissimétrico ou, mais ha-
bitualmente, por pseudo-vector ou vetor axial. Podemos verificar que 3 se transforma,
realmente, de maneira oposta a de um vetor polar considerando o exemplo simples da

reflexdo no plano x,x; atras considerada (FIGURA 5).

FIGURA 5. Reflexdo, no plano sombreado, de um vetor polar (a esquerda) e de um vetor axial (a direita).

Usando a eq. (18) para a transformacgéao do tensor 4,, com a matriz [M] escrita naquele

exemplo, obtemos:

O =—Ap="MoMA',=—A'5=80"
Q= —An=-"MsMuA=—An="0"
‘Q3 = _A|2: _MkIMn?A,kn: AIIQZ_Q,;;

Compare-se com a transformacao de um vetor polar, 71/) por exemplo, que se obtem da
eq. (13):
W= M,'] W,/ :_W’1
we=Mp w'=wh
W3 = Mj3 W,j = Wrs

Um exemplo simples: imaginemos um pido a girar, no sentido direto, com o seu eixo
dirigido segundo x;. O seu vetor rotagdo instantanea estard dirigido segundo este mesmo
eixo. Veja-se a imagem no “espelho” x,x3 - € um pido a girar no mesmo sentido, pelo que é
idéntico o seu vetor rotagao instantanea. Mas se dermos um passo em diregao ao espelho,
a nossa imagem dara um passo em sentido contrario - o deslocamento definido pelo passo
é um verdadeiro vetor.

No entanto, é verdade que, para transformacées entre referenciais com a mesma orien-
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tagdo, um vetor axial se comporta como um vector polar. E f4cil verificar esta afirmacao,
repetindo os calculos anteriores mas usando a matriz [M] definida para o outro exemplo
considerado atras (rotagao de eixos).

Voltando a eq. (20), recordamos que ela apenas reescreveu uma relagao tensorial en-
volvendo o vetor 71;) e o0 tensor antissimétrico 4,, conduzindo a contragdo obtida, necessa-
riamente, a um verdadeiro vetor C (ver eq. 20). Assim, nesta equag&o, somos obrigados a
concluir que o produto vetorial de um pseudo-vetor por um vetor polar conduz a um vetor
polar. Alternativamente, o produto vetorial de dois vetores polares ou de dois pseudo-veto-
res resulta necessariamente num vetor axial.

Sao muitos os exemplos em Fisica onde intervém pseudo-vetores. Sdo assim o momento
cinético de uma particula ou o (pseudo) vetor rotagdo instantanea de um sélido rigido, o
campo magnético ou 0 momento magnético em eletromagnetismo, etc.. E de salientar que
tais pseudo-vectores surgem em definigdes apropriadas mas acabam por aparecer em no-
vos produtos vetoriais gerando, assim, verdadeiros vetores (por exemplo, o campo magné-
tico dado pela lei de Biot-Savart faz-se sentir pela forca de Lorentz - ambas as expressoes
contém produtos vetoriais).

42 Ser4, agora, dbvio que o produto escalar de um vetor por um pseudo-vector, por exem-
plo, G - w tal como referidos acima. ndo é um verdadeiro escalar, dada a diferente lei de
transformacao dos termos nele presentes: é realmente um pseudo-escalar e como tal de-
signado. Contudo, o produto escalar de dois pseudo-vectores é um verdadeiro escalar, de
que sdo exemplos a poténcia de um sélido em rotagdo (produto escalar do seu momento
cinético pelo pseudovector rotagéo instantinea) ou a energia de um magneto submetido
a um campo magnético (produto escalar do seu momento magnético pela intensidade do

campo magnético).
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