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0 oscilador harmonico esta omnipresente em Fisica porque é um modelo simples
para fendmenos simplesmente periédicos. Aqui é estudado como objeto mecanico, o
que permitira estender muitas dos resultados ao eletromagnetismo, teoria da elasti-

cidade, dinamica de fluidos e, mais genericamente, ao estudo de ondas.

0 oscilador harmonico é o dispositivo mais simples capaz de exibir um fendmeno pe-
riédico, ainda mais simples que um péndulo, pois que este aquele se reduz para peque-
nas amplitudes de oscilagdo. Experimentalmente, é facil construir um oscilador: uma
mola suspensa verticalmente, presa no extremo superior e tendo uma pequena massa
agarrada a extremidade inferior, como se exibe na FIGURA 1. Esticando a mola, aquela
massa entra em oscilacdes periddicas tornando possivel estudar e medir muitas das

propriedades que, aqui, serdo apresentadas.

FIGURA 1. Oscilador harmonico: uma massa suspensa por uma mola.

Mas o oscilador harmonico ¢, também, um modelo simples para a descrigdo de muitos
fenémenos em Fisica. Numa molécula diatdmica, por exemplo, os dtomos interagem
através de um potencial que apresenta um minimo (ver FIGURA 1 em “Equacéo de es-
tado de Van der Waals”), pelo que, para energias ligeiramente superiores ao minimo, a
molécula comporta-se como um oscilador harmdnico. E mesmo uma molécula poliato-
mica pode ser modelizada como uma colegdo de osciladores harmonicos, designados

por modos normais de vibragdo, quando a energia mecanica da molécula, soma das
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energias cinéticas dos seus atomos com as energias de interagdo entre os atomos, se
situa préxima do seu minimo. O mesmo se passa num sélido que, para os efeitos aqui
descritos, pode ser visualizado como uma molécula gigante. Um outro exemplo é um
circuito LC, uma bobina e um condensador eletricamente conectados: o condensador
descarrega carga e a consequente corrente elétrica induz uma f.e.m. na bobina, origi-
nando, assim, uma oscilagdo harmdnica da carga e da corrente, facilmente mensura-
veis por um voltimetro e um amperimetro, respetivamente. Outros exemplos surgem do
comportamento elastico de materiais: uma barra horizontal, encastrada numa extremi-
dade, apresentara oscilagées harmdnicas quando posta a vibrar verticalmente; um fio
metalico, suspenso na vertical, também oscilara harmonicamente quando é torcido por
aplicacdo de um momento na sua base inferior; e 0 mesmo fio, preso nas suas extremi-
dades e mantido tenso, é sede de oscilagbes que se propagam (ver “Campos”).
Estudemos, agora, o oscilador harmanico, considerando, apenas, o caso unidimensional
que servira para apresentar os conceitos e resultados mais fundamentais. Designemos
por x = 0 a posicao de equilibrio do oscilador; afastada desta origem, a massa m é atuada
pela forga -kx, onde o sinal exibe claramente que a massa é sempre puxada para a origem,
quer quando a mola é esticada (x > 0), quer quando é comprimida (x < 0). A constante k é
conhecida por constante da mola ou, mais geralmente, do oscilador. Se além desta forga,
designada por harmonica, existir uma forga f () externamente aplicada ao oscilador, a

equacgdo de movimento fica:

2

d
m dta; =—kx +f(t) (1)

Trata-se de uma equacao linear pelo que é valido o principio da sobreposicao: a soma
de solugdes é, ainda, uma solugdo. Assim, podemos estudar separadamente varios ca-
sos de interesse. Mais adiante, acrescentaremos o efeito do atrito (de Stokes), originan-
do amortecimento, mas mantendo a linearidade da equacao.

Na auséncia de forgas externas (f = 0), a solugdo da eq. (1) exprime-se, simplesmen-
te, a custa de fungdes trigonométricas:

max
dt’

+hkx=0 - x(2) = Acos(wot) + Bsen (wot) (2

onde w, =/ % é a frequéncia (angular) propria do oscilador. As constantes A e B séo
determinadas pelas condigdes iniciais: designando por x, e v,, respetivamente, a posig&o
e velocidade iniciais, obtem-se:

Este é o movimento natural do oscilador, i.e., ndo sujeito a agGes externas. Conside-
remos, agora, o efeito de forgas externas. Para isso, torna-se muito mais simples e util
estudarmos o complexo z (r) = x (1) + i%?. Se conhecermos z (¢), entdo a sua parte real
é a posicdo atual x (7) e da sua parte imaginaria deduzimos a velocidade v (¢) do oscila-
dor. Ora:

L)+ LB =y () + s (4 (1)

wo dt mawo
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onde empregamos a eq. (1). Substituindo £ = mw3, encontramos:

%= v (1) = ie00x (1) F iy f (1) = =002 (1) + b (1)

Isto é:

%‘Fiﬂ)oz(l): i £(z) (3)

mao-

Esta equagdo é linear, pelo que se aplica o principio da sobreposigdo. A solugédo da equa-
¢cdo homogénea é imediata:

% tiwz(t)=0 - z(t) =zee™"

onde z, € uma constante (complexa). Esta solugdo é o movimento natural, atras ana-
lisado. Para, agora, encontrarmos uma solugdo particular da eq. (3), basta considerar
z(¢) = w(t) e ™", Substituindo na eq. (3), obtemos:

%: mla)() eim..zf(t) . W( _Zu’f'if dr'eé ™" tl

Assim, a solugdo geral da eq. (3) escreve-se:

z (t) =z, e*mml +

[t () @

O complexo z, é inteiramente determinado pelas condigdes iniciais:

20=2(0) =x(0) + v (0)

No que se segue, suporemos z,= 0, concentrando-nos, pois, apenas no efeito da forga

aplicada.
a. Comecemos por considerar o caso da forga exterior constante (f;), aplicada
no instante inicial — é designada por forga subita. A solugéo da eq. (4) é
lfO f 1 iwoll'—1) — fO __ iwot
z(¢) _na)n dt'e _ma)o(l e’
Assim:
x(0) = Relz(1) 1= 22 (1= cos 1t)

fo

v(e)=Im[z(t) ]= s Sen (o)

. . 2 2f
Ooscilador desloca-se harmonicamente entre aorigemeamaximaameplitude x = mﬁz :%
0

b. Um segundo caso de interesse consiste em admitir que a forca externa cres-
ce muito lentamente até atingir o valor limite f; - é designada por forca adia-
batica. Uma expressao analitica para tal forga é £(z) = fo(1 — e ™), onde se
considera ¢ — 0 no fim dos calculos, pelo que o tempo para a forga atingir o

seu valor limite é da ordem de % — oo. Inserindo na eq. (4), obtemos:
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Z(t) = A/"dﬂei(w(l'*ﬂ(l _eﬂ,‘l‘) — i{[#_# [1 _ m)nl ] +7e_”}

mawoJ, mwo ([iw, iwo—e iwo—¢&

Tomando o limite ¢ — 0, vem:

(1) = Sfo _So

moi;  k

Vemos, assim, que a forga adiabatica reproduz a ideia de se manter, praticamente, o os-
cilador sempre em equilibrio, levando-o até a posicao final desejada, x = Re[z(¢) ]= % com
velocidade nula, v(¢) = Im [z () 1= 0. Deste modo, o trabalho realizado pela forga adiabatica
aparece como energia potencial eldstica, V' = %kxz, sendo imediato verificar que a energia

mecanica E = %mv2 + ¥ (x) se conserva na auséncia de forgas exteriores.

c. Um terceiro exemplo considera a resposta do oscilador a uma forga exterior-
periddica, i.e., f(¢) = ficos (wt). Por resposta, entende-se a solugao particu-

lar da eg. (3), sendo facil verificar que tal solugéo é:
x(t) =—F——cos(wt) )
)

Este importante resultado aparece em muitos dominios da Fisica, por exemplo na res-
posta de um dipélo elétrico a um campo elétrico aplicado; neste contexto, a eq. (5) fornece,
diretamente, a suscetibilidade elétrica. Ndo escapara ao leitor que esta solucao apresenta
uma divergéncia quando a frequéncia da forga aplicada (w) iguala a frequéncia prépria (o,)
do oscilador, situagdo conhecida por ressondncia. Podemos ver o que se passa regressan-

do 4 eq. (4) para obter a resposta a forga f(t) = fycos (wot). Assim:

_ _ife
2mawy

Z(f f dt' iwo(f'—1) ( lwut+ —iwot' )_

2mawy (OF)

Jo (i sen(wot ) +t cos(wot ))

Assim:

x(2) =

me t sen (wot)

v(t)

me (sen (wot) + 1t cos(wot))

Na ressonancia, posicao e velocidade cresceriam sem limitagdes.

Na pratica, esta divergéncia ndo ocorre porque ndo podemos ignorar efeitos dissipativos
tais como uma forga de Stokes no meio viscoso onde o oscilador se move. Tal obriga-nos
a acrescentar esta forga ao 22 membro da eq. (1), que escreveremos sob a forma -myv,

obtendo-se!:

dx ,  dx [ )

i +wix= o

1 Esta equacao é formalmente idéntica a de um circuito RLC, com a carga do condensador a desempenhar o papel da
posicao x. O circuito pode, entdo, considerar-se um computador analdgico para o oscilador amortecido.
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Procuremos a solugdo particular para f(t) =fscos(wt) = Re[ fie™'], a qual teré a forma
x(1) =Re[a(w)e™ ], Obtemos:

Jo 1

alw) ="+ o (7)

() m oi—w’+iyw

Esta resposta ndo é mais divergente na ressonancia; ela origina uma suscetibilidade
complexa nos materiais dielétricos, por exemplo. A FIGURA 2 mostra as partes real e ima-

2

L _ mwo _ @ : Y

gindriade o (y) = 7, a(w),comy = o para fraco amortecimento, -, -

dentes os picos acentuados da parte imaginaria na ressonancia. A figura seguinte exibe as

=0.1. S3o0 evi-

mesmas grandezas na situagao de forte amortecimento, a)L =10.
0

A) B)

FIGURA 2. A) Partes real e imaginaria de a(y) para fraco amortecimento. B) para forte amortecimento.

Podemos ver mais claramente a relagdo entre amortecimento e dissipagdo da energia
fornecida pela forga aplicada, analisando como varia a energia mecanica, atras escrita, ao
longo do tempo. Tem-se:

4E _ mv( d’x + a)2x>
dr dl‘z 0
Usando, agora, a eq. (6), obtemos:

A= 1D =ymv(e)*

Efetuemos a média desta equagdo sobre um periodo da forga aplicada. A média do 12
membro é nula, porque posicio e velocidade do oscilador regressam aos mesmaos respeti-
vos valores ao fim de um ciclo. Deste modo, a média da poténcia da forga é igual a energia
dissipada, i.e., (/(¢) v(¢) Y= ym { (v(¢))?).

Ora,

v(t)= % =Reliwa(w)e™]= w[Re[a(w)]sen (wt) +Im[a(w)]cos(wt) ]

fo Yo’
2m (0 — )+ 0’

pelo que (1 (¢) v(z) )= —fUTwIm [a(w)]= > 0.

Dissipagao e parte imaginaria da resposta (suscetibilidade) estdo, pois, intimamente re-
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lacionadas.

Por dltimo, podemos analisar o comportamento do oscilador, livre de forgas externas,
mas sujeito a dissipacio, i.e., procurar as solucdes da eq. (6) com 22 membro nulo.

N&o sdo necessdrios calculos adicionais: se existem solugdes com £, = 0, entdo, obser-
vando a eg. (7), também devera ser nulo o denominador no 22 membro desta equacéo,
obtendo-se, pois, as frequéncias naturais do oscilador:

1 2
-0 t+iyo=0 — L= 4 1—(2320())

Assim, x(1)= Re [A.e™'+ A-e™'] com as constantes A. determinadas pelas condi-

.. . , [ i -
¢oes iniciais. Para fraco amortecimento, _2:)0 < 1, obtém-se wi = %il que, substitui-
0 0

yt . .
dos em x(), originam x(f) = e~ > Re [A+e’“’0’ + A_e"”“’] : as oscilagGes, tém a frequéncia pro-

pria, mas amortecem para 0, como se mostra na FIGURA 3.

1

0,5

t/ Ty
FIGURA 3. Oscilagdo amortecida.

b

. 2
[{on
@o

y
x(t) =Re [A+e”’ +4.¢7 ~IRe [A,e’%'m]. A transicdo de amortecimento fraco para amorteci-

Para forte amortecimento,

> 1, ndo ha qualquer oscilagdo: w: ~iy e w- ~

mento forte dé-se paray = 2, — é o amortecimento critico. Neste x (1) =& [x, + <v(, + y;c . )t ]

sendo este 0 mais rapido decaimento, para a origem, do oscilador, nas mesmas condigGes iniciais.

Forte amortecimento

Amortecimento critico

N&ao amortecido

x = desvio

t = tempo

Subamortecido

FIGURA 4. Todos os regimes dos osciladores livres.
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A FIGURA 4 resume todos os comportamentos do oscilador livre.
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