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Equilibrio Vapor-
Liquido proximo
do ponto critico

Eduardo Lage

Universidade do Porto

A coexisténcia das fases de vapor e liquido em qualquer fluido é bem conhecida e tem
enorme importancia nos estudos experimentais e tedricos dada a sua universalidade e
a informacao que deles se obtém sobre forcas atdmicas ou moleculares. Com efeito, a
equacao dos gases perfeitos, sendo historicamente a primeira equacao de estado de
um fluido, ignora completamente as forgcas moleculares pelo que se mostra incapaz de
descrever, mesmo sob forma qualitativa, o equilibrio vapor-liquido. Um grande progres-
so foi conseguido com a equacéo de van der Waals a qual ja incorpora algumas carate-
risticas do potencial inter-molecular, assim exibindo, pela primeira vez, a existéncia de
uma isotérmica critica, embora o comportamento previsto para temperaturas inferiores

a temperatura critica ainda nao fosse correto.

Iremos, aqui, apresentar uma descrigao quantitativa do comportamento do fluido ape-
nas nas vizinhancgas do seu ponto critico. Apesar desta restricio, ela € muito rica quer na
obtencédo de resultados analiticos quer na grande universalidade de tratamento dos mais
variados fluidos e, mais geralmente, na unificagio de descrigdes em muitos outros campos
da Fisica onde ocorrem pontos criticos tais como em sistemas magnéticos ou ferroelé-
tricos, supercondutores, cristais liquidos, etc. E, habitualmente, designada por teoria de
Landau das transigdes de fase.

A FIGURA 1 mostra o diagrama de fases para o mondxido de carbono, mas que é tipico
para qualquer outro fluido (com uma sé componente quimica). A isotérmica critica apre-
senta um ponto de inflexdo (ponto critico) correspondente a uma pressao e volume bem
definidos. Ela separa dois regimes: para temperaturas superiores, o fluido apresenta,
apenas, uma fase; para temperaturas inferiores, existe uma regido de equilibrio das fases
vapor e liquido (zona sombreada). O ponto critico é, pois, definido, por serem nulas as
primeira e segunda derivadas da pressdao em ordem ao volume, i.e., tangente horizontal e

mudangca de curvatura, respetivamente:

dp . d%p _
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FIGURA 1. Isotérmicas do CO.

Podemos, agora, aceitar, junto do ponto critico, um desenvolvimento em série para a
pressao, que o fluido exerce, em funcdo do volume. Para isso, comegamos por designar

por 9=T— T, odesvio da temperatura absoluta em relacdo a temperatura critica; e
vV —

_ c . . , . ~
por v = ————, onde IV é o nimero de particulas, o desvio do volume em relagdo ao

N

" - Ve
volume critico. Entdo, para |[¥| << T, e |v| << " escreveremos:

p(v,9) = p. — AYv + BIv® — Cv? + .. ()

onde P é a pressao critica e os coeficientes A, B, C sdo considerados constantes. Adi-
cionalmente, deve ser:

C' > 0 porgue na isotérmica critica (19 = 0) a pressao diminui quando o volume aumenta;

A > 0 porque, para 1" > Tc (ie., ¥ > 0), a condigdo de estabilidade termodindmica
dp
op)

B > 0 porque, para T > Tc (ie, ¥ > 0), a curvatura das isotérmicas é positiva

9%p
(52), >

(Note que, se  utilizar a equacdo de van der Waals!, obtém-se:

6pe Ipe 3pe
A= B = ;C = .
T. v, T.v? 203 )

C

< () é verificada;

FIGURA 2. A construgao de Maxwell substitui a porgéo adbec da isotérmica pelo patamar horizontal ac, determinando,
assim, a pressao para equilibrio de fases.
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Contudo, abaixo de 7. a eq. (2) contém regides de instabilidade termodindmica que sio
regularizadas pela construgdo de Maxwell, como se mostra a seguir, e que é recordada na
FIGURA 2. Para a isotérmica exibida, E determinada a pressao P de equilibrio vapor-liquido
exigindo a igualdade das areas azul e amarela, isto é, pelo anulamento do trabalho ao longo

do ciclo adbeca, isto é, 7{ dv(p — p(v,19)) = 0 porque, pela 22 lei da Termodinamica,

nao é possivel extrair trabalho de um ciclo isotérmico. Assim:

e
p(vg —vg) = / dv p(v, )

L

Adicionalmente, as coordenadas dos pontos a e ¢ satisfazem a eq. (2) para a mesma

pressao p.
p = p(vg,¥) =p(Vi,9)

Estas trés equagdes determinam as trés incognitas P, VG e VL. Efectuando estes célcu-

los, simples mas algo laboriosos, encontra-se:

AR A ABY?
L=\ ¢ ¢\ "¢ PTPT 750

onde se conservaram, apenas, os termos de menor ordem em 1. Ficam, assim, encontra-

dos os volumes das fases liquida e vapor, sendo este maior porque menor é a densidade
do vapor, bem como a presséo de equilibrio para a temperatura desta isotérmica. A FIGURA 2
mostra, também, que a fase liquida pode persistir até ao ponto 4 onde perde estabilidade

p
porque % = () nesse ponto; analogamente, a fase de vapor pode persistir até ao ponto e

onde perde estabilidade por ser nula a mesma derivada. Usando a eq. (2), é facil encontrar

as coordenadas destes pontos:

3

AlY] D — o o0 (A1

Vg = — @ — p() Dec C SC 3
A9\ 2

e e =nrae(5E)

Quer isto dizer que, diminuindo a pressao, o fluido pode permanecer liquido até se atingir
p(d), altura em que todo ele transita para vapor; do mesmo, aumentando a pressao, o flui-
do pode permanecer vapor até se atingir p(C), altura em que todo ele condensa em liquido.

Dois outros importantes resultados podem ser obtidos a partir da eq. (2):

12 Acima da temperatura critica (?9 > 0). se a pressao for ligeiramente aumentada de
0p, havera uma ligeira diminuigdo de volume dv =2 —A—};}, pelo que a compressibilidade
1 [0v 1
isotérmica k7 = — | =— | = — diverge no ponto critico. Tal significa que 0 mesmo

T v <8p> A9 g p g q

numero de particulas esta a ocupar volumes sujeitos a grandes flutuagdes, i.e., ha enor-

mes flutuagGes na densidade, dai resultando flutuagdes divergentes do indice de refracio:
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luz que seja enviada para o fluido nestas condigoes, sofre espalhamentos em todas as
diregdes, um fenémeno conhecido por opalescéncia critica (FIGURA 3).

2°Mantendo o fluido natemperaturacritica (1 = ()),amesmaeq. (2) mostraque, navizinhan-
1

C

"y o . _ P—DPc\?
ca do ponto critico, o volume ja ndo varia linearmente com a pressao: v = < .

FIGURA 3. A opalescéncia critica. Devido ao campo gravitico terrestre, a pressdo so é critica numa pequena regido do
fluido.

Estes expoentes que tém vindo a ser encontrados para diversas grandezas, junto do
ponto critico, sdo conhecidos por expoentes criticos e os seus valores aqui obtidos desig-
nam-se por expoentes criticos classicos ou de campo médio. Eles voltam a ser encontra-
dos em muitos outros tépicos da Fisica das Transi¢des de Fase, sempre com os mesmos
valores classicos, mas que raramente sido encontrados pelos resultados experimentais.
Este desencontro entre os expoentes classicos e os experimentais tem origem na nao con-
sideracdo das flutuagdes nas vizinhangas de pontos criticos, um tépico que ndo cabe aqui
desenvolver.

A exposigao anterior, baseada na construcao de Maxwell, apresenta um problema de prin-

cipio. Com efeito, naquela construgao, o ciclo isotérmico imaginado por Maxwell, contém,

ov

No que se segue, sera apresentado um método diferente, assente na teoria de Landau, que

0
na sua parte “sinuosa” instabilidades termodinamicas, i.e., regides onde (p > 0.
T

evita a construgdo de Maxwell, mas que conduz aos mesmos resultados. Nao podemos
sendo admirar a intuicdo de Maxwell: usando procedimentos pouco justificaveis, atingiu,

contudo, resultados verdadeiros!

A teoria de Landau
O primeiro passo desta teoria € identificar a funcdo termodinamica que carateriza o equi-

librio termodindmico. Essa fungao, deduzida, de forma simples, no apéndice, é:
Y(v,9,po) = f(v,9) + pov (3)

onde f(v,7) é a energia livre de Helmholtz (dividida pelo nimero de particulas) e Po
€ uma pressao constante, exteriormente aplicada sobre o sistema. O volume do sistema
¥ ndo estad determinado - é definido pela condigdo de equilibrio termodinamico do fluido:

minimo absoluto da fungéo :
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0 _ g - B
<61)>197p0—0<:> <(9’U>19+p0_0<:>p(v’19)_p0 ()

Aqui, foi invocada a diferencial da energia livre?:

df (v,9) = —s(v,9)dd — p(v,d)dv

s(v,9) ¢a entropia (por particula) e p(v, 1) é a presséo exercida pelo sistema que ad-
mitiremos ser definida pela eq. (2). Esta primeira condig¢io de equilibrio tem, assim, um
significado simples: no equilibrio, a pressao exercida pelo sistema é igual a pressao apli-
cada pelo exterior. Por outro lado, a condigdo determina o volume (ou volumes) do fluido
no equilibrio.

Mas sé esta condigdo ndo basta: a fungdo?) deve apresentar um minimo para as solu-
¢oes encontradas pela primeira condig3o,isto &,

5%y o2 o
i > . > — | — >
<8v2>§,p0—0 © <av2>ﬂ—0 © <av>ﬁ—0

Vemos, aqui, a condicdo de estabilidade termodindmica ja antes recordada. Se houver
mais do que um minimo da fung&o ), o equilibrio é determinado pelo minimo absoluto: ou-
tros eventuais minimos representam estados metastaveis. Se houver dois (ou mais) mini-
mos absolutos correspondentes ao mesmo valor de ), teremos, entéo, equilibrio de fases.
0 valor de 7/ no minimo &, entdo, f(v,9) + p(v,J)v. E, afinal, o potencial quimico do
fluido e, portanto, o equilibrio de fases é reinterpretavel como igualdade dos potenciais
quimicos para cada fase.

Posto isto, comecemos por encontrar a fungao w(v, 9, po) para a equagao de estado
definida em (2). Entdo, devemos, primeiro, encontrar a energia livre f (v, 1)) partindo de (2):

(af> = —p(v,9) = —p. + AOv — BOv® + Cv + .
ov /)

Integrando, obtém-se:
f(v,9) :f(O,ﬂ)—pcv—l—EAl?v —gBﬁv —G—ZCﬂv +.. (5)

As reticéncias representam termos de ordem superior em v. Serdo ignoradas no que se segue.
Note-se que, aqui, f(O, 19) é aenergialivre para v = (,istoé, V = V.. Agora, usando

a eq. (3) tem-se:
Y(v, 9, po) :f(Oaﬂ)—(Pc—Po)”+§A19” —gBﬂU +ZCU

0 termo cubico pode ser eliminado com uma simples mudanca de variavel:

B9

U—%‘F(ﬁ (6)

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.2492//rce2019.061 | setembro de 2019 5


http://doi.org/10.24927/rce2019.001

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Substituindo e ignorando termos de ordem superior em v, obtemos:

Bo
w(v>197p0) :f(Oa’lg)_(pc_p())%+g(h7¢vl9) (7)
onde:
. 1 2 1 4
g(h,gb,ﬁ) =—ho+ §A19¢ + Zcﬁb (8)
e:
B ABY?
h=p.—po— ? 9

Resumindo: a procura do minimo de ) em ordem a v, equivale a procurar o minimo de
g(h,®,9) emordema ¢ :aeq. (6) relaciona estas duas variaveis. O pardmetro de contro-
le exercido pela pressdo exterior Po é, na eqg. (8), executado pelo “campo” h.

A eq. (8) é a teoria de Landau das transigdes de fase de 22 ordem. Como antes referido,
ela aparece em tantos outros contextos da Fisica que vale a pena estuda-la, aqui, com
algum detalhe.

FIGURA 4. A fung&o g para h=0.

A FIGURA 4 exibe a funggo ¢(0, ¢, ¥) para vérias temperaturas.
12 Comecemos por considerar 9 > 0. A fungdo g(h, o, 0) apresenta um Gnico minimo

em ¢ definido por Aﬂa = h (o termo quartico da correcdes de ordem superior). Assim,
Pc — Do
A

que se traduz na divergéncia da compressibilidade isotérmica.

para h — 0, obtém-se v = = , resultado coincidente com o obtido atras e

29 Na isotérmica critica (¢} = () , o termo quértico é dominante originando um minimo
na origem (para i = 0) junto da qual a funcdo g((b) permanece quase nula num dominio

bastante alargado do seu argumento, o que se traduz por grandes flutuagdes no volume
1
Pc — Po
C

32 Abaixo da temperatura critica (¥ < 0), o termo quartico é fundamental para garan-

— 3
do fluido. Para i # (), o minimo ocorre em ¢ = ( > , COMO ja se encontrara.

tir a existéncia de minimos. Observando a FIGURA 4, vemos que a funcgéo g(d>) apresenta
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_— = = _ Al .
dois minimos, para h = 0, em = ¢, com ¢ = ol determinando o mesmo valor da

funcdo: trata-se, pois, de equilibrio de duas fases: a liquida, de volume

B |19| A |19| e vapor, de volume v B |19‘ + 4 W| resulta
Vg, = ——— —\| —— ) = — ) -
L 3C C v 3C c
) ABY*
dos ja antes obtidos. As duas fases coexistem para h=20,ie., Pe — Po = 50 re-

lagdo que define a curva de coexisténcia na FIGURA 1 (a tracejado). Mas, agora, podemos ir
mais longe: usando a expressao da energia livre (eq. 5), deduzimos a entropia:

1 1
s(0,v) = — (g{;) =s(¥,0) — EAUQ + EBU‘?

Como sao diferentes os volumes de liquido e vapor, h4, entdo, uma diferenga de entropia

entre estas duas fases:

As = s(¥,vy) — s(¥,vp) = % <AC}9|>Z

Daqui decorre o calor latente de vaporizagdo (dividido pelo nimero de particulas)

l=T.As x |¥

de 22 ordem.

3
2, que se anula no ponto critico, como sempre acontece em transicdes

49 Se afastarmos a pressdo externa Po da linha de coexisténcia, o valor de h deixa de
ser nulo, mas continuam a existir dois minimos, um menor que o outro (FIGURA 5) enquanto
h nao atingir um valor que se calculara a seguir. Considerando, como exemplo, que Do
diminui, » torna-se positivo: o minimo absoluto ocorre para um valor ¢y > 0,correspon-
dendo a fase dominante de vapor, e o outro minimo ocorre para ¢, < (J, correspondente
a fase liquida. Esta deve, entdo, ser considerada metastavel porque o equilibrio é definido
pelo minimo absoluto: a minima perturbagao podera fazer o fluido saltar de ¢, para ¢y
originando uma vaporizagdo quase instantanea. Qual o valor de h que faz desaparecer o

segundo minimo? Para esse valor, a fungao g(¢) apresentara, em ¢, primeira e segun-

da derivadas nulas. Ora, g”(¢) =-A \19| + 3¢2 pelo que esse valor limite de ¢y, é

AlY]
¢L = — W 0 anulamento da primeira derivada neste ponto fornece o valor de A
3
3 A9l >
procurado: h = —A|Y| ¢ + Co] = 2C <0 ) Para valores superiores de
3
. AP\Z  ABY® .
h,ie. para pg < p. — 2C 30 - 0 , S0 a fase de vapor persiste. Analoga-

mente, se aumentarmos Po afastando-o da curva de coexisténcia, i.e., tornando h < 0, o mi-

nimo absoluto situa-se na fase liquida e o minimo relativo na fase de vapor, desaparecendo

A|m>§  ABY?

3
Al9\ 2
esteparah<—20< ‘ |) .i.e.p0>pc+20<30 30

3C
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FIGURA 5. A fungao g(h, ¢) para h=0 (azul), 3 (vermelho), 6 (cinzento) e 9 (amarelo).

Apéndice: Condicao de equilibrio para um sistema submetido a pressao exterior constante.

A 22 lei da Termodinamica informa que, num sistema isolado, onde sdo mantidos cons-
tantes a energia interna U, o volume V' e o nimero de particulas IV, a entropia evoluira
sempre para um maximo, o qual representa o estado de equilibrio e onde a entropia é,
apenas, fungdo daquelas variaveis, S = S(U, V, N). Para um sistema em contacto
com uma fonte de calor temperatura (absoluta) 7", o maximo da entropia para o conjunto
sistema+fonte equivale ao minimo da energia livre ' = U — TS definida, apenas, para
o sistema de interesse. Tal significa que qualquer processo espontdneo que ocorra no sis-
tema, sempre em contacto com a fonte, a energia livre s pode diminuir, atingindo o minimo
no equilibrio: a variacdo de F’ a partir deste minimo ndo pode ser negativa. 6 F' > () .Seo
sistema esta submetido a uma pressao constante Pg, podendo variar o seu volume, o tra-
balho realizado por esta pressao para uma variacdo 0 V' do volume, é —pod V:apressao
externa realiza trabalho positivo se o volume diminuir (0 V' < 0). Ora, tal trabalho é igual
a variagdo da energia livre, i.e., 0 F = —ppd V,ou 6(F + pg V) = 0 .E, assim, a fun-
¢do ¥ = F + pg V que devera caraterizar o equilibrio para volume varidvel do sistema
submetido a pressao exterior constante e temperatura fixa.

Regressando a energia livre, a sua diferencial, no caso geral, &
dF = —SdT — pdV + pdN, onde P é a pressao exercida pelo sistema e /i é o po-
tencial quimico o sistema. Assim, T', V e N s&o os argumentos “naturais” da energia
livre: ¥ = F(T,V,N) .Mas F,talcomo V e N, é uma funcdo extensiva, ie.,
zF = F(T,zV,zN) para qualquer nimero real, positivo Z. Entao, derivando em or-
dema 2z e pondo 1 = 1, obtém-se:

F = VgIFf—l—Ng]Fv:—pV—i-uN

Quando se atinge o equilibrio no sistema com volume varidvel, a fungédo ¥ atin-
ge um minimo (em relagdo ao volume), caracterizado por P = Pp. No minimo, ent3o,
¥ =F+pV = uN.Assim, a fungdo utilizada no texto 1) = ¥ /N ¢é, no seu minimo,
1) = u, como foi referido.
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