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Equilibrio
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Universidade do Porto

Todas as substancias apresentam fases termodinamicas distintas dependentes das con-
dicOes externas a que estejam submetidas. As transi¢cdes mais vulgares sao as sélido-
-fluido (fusdo) ou vapor-liquido (condensacdo) determinadas pela temperatura ou pres-
sdo. Qualquer transigao de fase é um fenémeno cooperativo, o resultado de uma enorme
quantidade de particulas (4tomos ou moléculas) em interagdo. E, pois, um fenémeno
emergente da competigao entre a agitagdo térmica que tende a dispersar as particulas e
a parte atrativa do potencial entre as particulas que tende a aglutina-las.

Na referéncia 1, considerou-se o fluido como um sistema termodinamico fechado (i.e., nu-
mero fixo de particulas), submetido a uma pressio exterior constante, ficando indefinido o
volume ocupado pelo fluido, mas que vem a ser determinado pelas condigdes de equilibrio,
tendo-se mostrado que a transigdo de fase corresponde a coexisténcia de duas solugdes
para o volume, as quais coalescem no ponto critico. Aqui é apresentada uma outra descrigao
que, embora gerando os mesmos resultados que a anterior, é, contudo, suscetivel de impor-

tantes generalizagGes que a primeira ndo consegue.

Esta nova descricdo considera o sistema termodinamicamente aberto (i.e., nimero varia-
vel de particulas), ocupando um volume V fixo e em contacto com uma fonte de particulas
que fixa o potencial quimico exterior (fi9). E mostrado no Apéndice (ver eq. (A11)) que a

fungao termodinamica que define o equilibrio, para volume unitario, é:
YT, po;n) = f(T,n) — pon Q)

onde f(7, n) éa densidade volimica de energia livre (de Helmholtz) do fluido e n é
a densidade (nimero de particulas por unidade de volume). Embora sejam aqui usadas
as mesmas letras para fungdes termodindmicas como as usadas na referéncia 1, deve

sublinhar-se que s3o funcdes diferentes com distintos significados fisicos. E esta funcao
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que determina a densidade (ou densidades) no equilibrio com a fonte de particulas como

minimo absoluto da fungdo ¥ . Assim:

oy of _ _
3, =0 %IM(TW)—MO (2)
%1 O°f  ou

- — 7 = 3
on? 20 < on?  On 20 G

Aqui, (T, n) é, por definicdo, o potencial quimico do fluido: a condigao de equilibrio
expressa pela eq. (2) desempenha, no sistema aberto, 0 mesmo papel que a igualdade de

pressdes obtida em na referéncia 1. Adicionalmente, o minimo absoluto de ¥ &, simples-
mente, o negativo da pressdo exercida pelo fluido, como se mostra no Apéndice (eg.
(A12)):

¢min = —D (4)

FIGURA 1. Isotérmicas do didxido de carbono.

A FIGURA 1 exibe as isotérmicas p(n, T) para o didxido de carbono, um exemplo do
comportamento tipico de muitos outros fluidos. Esta figura ndo é mais do que a FIGURA 1 na
referéncia 1, mas onde, agora, o eixo horizontal representa a densidade. O ponto critico &,

aqui, definido pelas condigoes:

op B 0%p B
<an> o (w) o Y ®)

Facilmente se reconhece que sdo as mesmas condigdes invocadas na referéncia 1. Ha

varias observacdes a salientar nesta figura.

- Para baixas densidades e pressoes e altas temperaturas ( T> TC), as curvas aproxi-

mam-se da equacéo dos gases ideais, i.e., p = knT, onde k é a constante de Boltzmann.
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- Seguindo uma isotérmica acima da critica, a pressao, para densidades elevadas, € me-
nor que a prevista para gases ideais; tal resulta da parte atrativa do potencial entre parti-
culas, como ja foi referido na referéncia 2.

- Esta curvatura negativa (i.e., para baixo) é tanto mais pronunciada quanto menor for a
temperatura considerada: menores temperaturas significam menores energias cinéticas
médias das particulas, i.e., menores velocidades térmicas, levando as particulas a experi-
mentarem durante mais tempo a referida parte atrativa do potencial.

- Aisotérmica critica (notada por T, na figura) separa dois regimes: para temperaturas
superiores, o fluido é um géas, enquanto que para temperaturas inferiores o fluido separa-
-se nas fases de vapor e liquida como é caracterizado, na figura, pela linha vermelha, limite
dos patamares horizontais das isotérmicas.

- Abaixo da isotérmica critica e na fase liquida, a pressdo aumenta muito rapidamente
com a densidade como consequéncia da parte fortemente repulsiva do potencial.

No que se segue, iremos, apenas, analisar o comportamento do fluido nas vizinhangas
do seu ponto critico, o qual é definidopor T' = T, p = p., n = n.. Mais precisamente,
exigiremos 0| < T, e ‘n" <L neonded =T — T.e n =n — n. medem desvios
em relagdo ao ponto critico. A exposicdo aqui seguida é conhecida por teoria de Landau®-?,
reencontrando-se, sob outra forma, os resultados obtidos na referéncia 1.

No Apéndice mostra-se que as condigbes impostas pelo ponto critico, egs.(5), podem

reescrever-se, para um sistema aberto sob a forma:

ou 0%
7 = = = 6
<an)Tc,nC (ang)Tc,nC ’ ( )

Ent&o, para a isotérmica critica e nas vizinhangas do ponto critico, tem-se:
18
p(Teyn) = pe + Cn' + ...

onde fte = ((T¢, n¢) é 0 potencial quimico no ponto criticoe C' é uma constante que se
mostrara a seguir ser positiva. Com efeito, no Apéndice, é demonstrada a relacdo genérica
(ver eq. (AB)):

op _ ou
on  On

Ent&o, para a isotérmica critica e nas vizinhangas do ponto critico:

(8])) > ne (&u) :5’C’ncn/2
on T, on T,

0
Ora, observando a FIGURA 1, vemos que (ap > () porque p(Tec,n) é sempre
n
T

nao decrescente (a sua derivada sé se anula no ponto critico). Assim,é C' > 0 .
Consideremos uma outra isotérmica 6 # (). Agora, ja deverdo surgir termos lineares
e quadraticos na expansao de ,u(T, n) os quais se devem anular para ¢ = (). Assim,

esperamos que aquela expansao tenha a forma:
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(8)
w(T,n) = pe.+ Adn' — BOn'? + Cn'?

onde A e B s3o constantes positivas porque para > () as isotérmicas apresentam
p( T, n) a crescerem com a densidade, mas com curvatura negativa, obtendo-se o resul-
tado por aplicacdo da eq. (7). Invocando a defini¢do do potencial quimico, encontramos a

expansao para a energia livre:
n

<§£>T — (T, n) — f(T,n) = (T, nc)+/ dnyp(T, n1)

Ne

Usando a eq. (8), tem-se:

P m) = J(Tme) + pen’ + 0 i‘) /3+j y

0 termo cubico pode ser eliminado com a seguinte mudanga de variavel:

(10)
y_ BY
n = 30 + ¢
obtendo-se:
, (11)
FTm) = ST o) ey + (et S50 ) o ot 4 ol

tendo-se mantido, apenas, os termos de menor ordem em 6. Inserindo na eq. (1), tem-se

finalmente, a fungdo que determina o equilibrio e que escreveremos sob forma:

B (12)
(T, posn) = F(T,ne) = pone = (o = pie) 57 + 9(h, ¢)
onde:
(13)
C
o(h,0) = ~ho+ 567 + j

é a fungdo de Landau?, com:

b ABE o
= Ho He 30

A procura dos minimos de ¥ em ordem & densidade é equivalente & procura dos mi-
nimos da funcdo de Landau* em ordem a ¢, desempenhando o “campo” h o papel de
parametro de controle em vez do potencial quimico da fonte. A fungdo de Landau esta
graficamente representada na FIGURA 4 e da referéncia 1 e, realmente, a discussao ai efe-
tuada sobre os minimos de g(h, qb) pode ser totalmente recuperada no presente contexto.
A principal diferenga esta no significado do minimo absoluto de ¥ que, aqui, é o negativo
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da pressdo (ver eq. (4)). Este resultado permite-nos dar uma outra forma aos resultados
anteriores. Com efeito, conhecemos a solugdo no ponto critico (§ = 05140 = fhe;m = ne

ou ¢ = (J)) esabemos que ai a pressdo é p.. Assim a eq. (12) neste caso particular, fica:
—Pc = w(ch Mes nc) = f(Tw nc) — HeTe
Subtraindo este resultado a eq. (A12), podemos escrever:

Bo

pe—p=f(T,ne) = f(Te,ne) — (o — pc) <”c+30

)+ minlg(h, )

Ora, sendo T'~ T, entdo a diferenca das energia livres da (ver eq. (B4) no Apéndice):

f(T,ne)—f(Tene) = —s(Te,ne)0

onde $(7T¢, n.) é a densidade voliimica de entropia no ponto critico. Substituindo na

expressao anterior, obtemos finalmente:
(15)

pe=p = =5(Ten)d = (o = 1) (e + 5, ) + minlg (1, )]

Assim, para cada temperatura 6, o “campo” h determina o valor de ¢, i.e., da densi-
dade, que minimiza a funcdo de Landau e o valor da fungdo no minimo define a pressao

correspondente pela equagdo anterior. Em particular, para 8 < 0e h = () surgem dois
- — AlO

minimos em ¢ =+¢® com ¢ = CU(ver FIGURA 4 da referéncia 1), gerando o mesmo

valor da presséao — trata-se do equilibrio das fases liquida (—i-a) e vapor (—a) N&o iremos

avancar com esta andlise porque s3o reproduzidos todos os resultados encontrados na

referéncia 1.

Generalizacoes

A formulacdo aqui apresentada, baseada no sistema aberto, é suscetivel de varias im-
portantes generalizagdes dificilmente implementaveis se usassemos o sistema fechado
como na referéncia 1.

Um primeiro exemplo considera dois (ou mais) fluidos com temperaturas criticas muito
proximas e que interagem quando misturados. A funcdo termodinamica que determina o
equilibrio é uma simples generalizagdo da eq.(1):

(T, por, pozing,ne) = f1(T,ng) — porng + f1 (T, ng) — pozng + knyng

O ultimo termo no 22 membro representa uma interacdo binaria entre os dois fluidos,
a qual pode ser repulsiva (k: > 0) ou atrativa (k; < 0). Como consequéncia desta in-
teracdo, a mistura apresenta uma temperatura critica mais elevada do que a dos seus
componentes e na fase de coexisténcia poderao surgir comportamentos muito diferentes
consoante o sinal de k. O valor minimo de ¥ continua a ser o negativo da pressao exercida
pela mistura. Ndo prosseguiremos aqui esta generalizag3o.

Um segundo exemplo procura responder a questdo: como se distribuem espacialmen-
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te as fases liquida e vapor quando coexistem em equilibrio? E bem conhecido que, por
exemplo, um campo gravitico, por pequeno que seja, determina a localizagdo do liquido
“em baixo" (menor potencial gravitico) e do vapor “em cima” (maior potencial gravitico)
conseguindo, dessa forma, minimizar a energia porque o liquido é mais denso que o vapor,
embora haja um aumento da energia livre de todo o fluido porque na regido da transicao
de liquido para vapor a densidade tem de variar continuamente, i.e., existe um gradiente
de densidade. E esta zona de transicdo que agora se pretende estudar e o termo mais

do

2
1
simples a incluir na densidade de energia livre é Eoz (d) ,onde & é uma constante,
¥4

nao existindo termo linear por simetria. Temos, assim, que a energia livre de todo o fluido,

ignorando termos independentes da densidade, é , por unidade de area do plano zy:
oo 1 (do\*
Fl¢| = dz 0 + —a | —
CEy [g< o+ 50 (%)

Esta expressao F[qﬂ designa-se por funcional: é uma funcao de fungdo. Para uma qual-

quer fungdo @[z], F'[4] é um ndmero.
Aqui, g(0, ¢) é a fungdo de Landau definida na eq.(13) para h = 0 e § < 0, as duas

condicdes que definem a coexisténcia de uma fase liquida (densidade ¢), com uma fase de

vapor (densidade —¢). O objetivo é determinar a fungdo ¢(z) que minimiza F'[¢], sujeita
as condigbes-fronteira:

$(2) —— +§

7) —— —
( ) Z2—+00 ¢
Se ¢(z) é a solugdo, entdo qualquer acréscimo a fungdo deve ndo diminuir F'[¢]. Assim,
para um acréscimo muito pequeno §¢ a fungdo ¢(2) + 0¢(2) , satisfazendo as mesmas
condiges-fronteira (pelo que §¢p(z) —— () deve obrigar F'[¢ + 0¢] — F[¢] a
Z2—+00

nao ter termos lineares no acréscimo, tal como no desenvolvimento de uma fungao junto a

um minimo ndo tem termos lineares. Ora:

Flp+6¢) - Fl¢] = /_:O dz [9(07¢+5¢) - 9(0.0)+3 ((fi(¢+5¢))2 B (flfyﬂ )

e 99 (0,9) do dd¢
/ dz[ 96 6¢(z)+ozgzdz}

—0o0

onde se ignoraram termos quadraticos ou superiores no acréscimo. Integrando por partes

o ultimo termo e lembrando que o acréscimo se anula nos limites, obtemos:

e [agw,@ 2

Flo -+~ Flol = | 5t it bota

—0o0

Este acréscimo da energia livre devera ser nulo qualquer que seja 5¢(z) Obtemos,
assim, a equacgio para o perfil de densidade:
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ad2¢ _ 09(0,9)
dz?  0¢

3 =2 3
=-Alfl¢g+ C¢” = C(—¢ "¢+ ¢”)
A solucado satisfazendo as condiges-fronteira é:

6() =~ th<z‘620>

FIGURA 2. Perfis de densidade na transigao liquido-vapor.

1 /2«
onde 2y é arbitrarioe £ = = ok Este perfil esta representado na FIGURA 2: a tran-

¢

si¢do liquido para vapor efetua-se numa distancia &, em geral muito pequena, mas que
diverge junto ao ponto critico, onde, contudo, também se anula a amplitude do perfil (na
figura, » = 1 nacurvaazule ¢ = 0.1 na curva vermelha). A medida que nos aproxima-
mos do ponto critico, a distingao liquido-vapor é cada vez mais ténue, ficando mais dificil
estabelecer uma fronteira entre as duas fases.

Podemos, finalmente, obter o acréscimo na energia livre originada por este perfil de

densidade. Para a unidade de area perpendicular ao gradiente, tem-se:

+o00

Flo(:)] - Flo) = | -

— a (do\? 2 —3 3

iz [gw,(;s(z)) 00,9+ 5 (%) ] = V305" o (1. - 1
—0o0

Esta energia livre adicional é a tensio superficial e o seu anulamento no ponto critico é

caracteristico de transicoes de fase de 22 ordem.

Apéndice: Caraterizacao termodinamica de um sistema aberto

Consideremos um sistema termodinamico constituido por N particulas da mesma espécie
quimica ocupando um volume V e em equilibrio térmico com uma fonte de calor & tempe-
ratura 1. A funcdo termodindmica apropriada para caracterizar este sistema é a energia
livre de Helmholtz?, F'(T', V', N), cuja diferencial é:
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dF = —S8dT — pdV + pudN (A1)

Aqui, S é a entropia, P a pressdo e [ o potencial quimico. A energia livre é uma funcédo

extensiva pelo que, para qualquer z > (), é:
F(T,zV,zN)=aF(T,V,N)
Derivando em ordem a = e pondo z = 1, obtemos:
F(T,V,N)=—pV +uN (A2)

E atil definir a densidade volumica de energia livre:

F
f(T,n)Evz—pﬂm (A3)

N
onde n = 7 ¢ a densidade (nimero de particulas por unidade de volume). Qual a dife-

rencial desta fungdo? Como F' = Vf ,bastaconsiderar 1/ =constante e usaraeq. (A1),

obtendo-se:

Vdf = —SdT + pVdn — df = —sdT + pdn (A4)

S
Aqui, s = v ¢ a densidade voliimica de entropia. Ora, diferenciando a eq. (B3) e com-

parando com a eq. (A4), tem-se:
dp = —sdT + ndp (A5)

Esta expressao é conhecida por relagdo de Gibbs-Duhem. Dela decorre a expressao ge-

op B 67/1
(37L>T—n(8”>T "o

Segue-se que no ponto critico, onde se verificam as condigdes (A5), é:

Op B o B
(an> Tene -0 <an> Te,ne = (A7)

Derivando a eg. (A6) em ordem a densidade, tem-se:

P\ (o) . (%%
anQT_ 6nTn8n2T

Entao, no ponto critico:

9*p . (Ou 0% 0% B
(w) pn 07 (an> o T (w) o (w) 08
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Finalmente consideremos a questao: qual a fungcdo termodindmica que determina o es-
tado de equilibrio de um sistema aberto? Para isso, imaginemos que o nosso sistema pode
trocar particulas com outro sistema, sendo constante o nimero de particulas do conjunto
(Np). Nestas condigées, o equilibrio é definido pelo minimo (em relagdo a N) da funcéo
F(T,V,N)+ F'(T,V',N') com N + N’ = Ny, onde F' ¢ a energia livre do 2°
sistema. Prescindindo de estudar o caso geral, consideremos, desde ja, que este 2° siste-
ma é muito maior que o sistema de interesse (N/ > N), mantendo-se sempre em equi-
librio independentemente do numero de particulas trocadas. Nestas condigdes, este 2°

sistema é designado por fonte de particulas e tem-se:
F'(T,V',N)Y=F'(T,V',Ny — N)~ F'(T,V' Nyg) — ugN

OF’
onde to = <8N’ é, pois, o potencial quimico da fonte. Como F'(T', V', Ny) é
Ny

independente de NV, o equilibrio é, entao, caraterizado pelo minimo da funcg3o:
(T, puo; N)=F(T,V,N)—ugN (A9)

No minimo deve ser:
0 W)
— — u(T,n) = pp (A10)
(aN T,V ,uo

0 equilibrio é, pois, determinado pela igualdade dos potenciais quimicos. Mas ha outra

condicao de minimo:

2
(8 i) 505 ou(T,n) >0
ON T,V i on

relacdo conhecida por condigao de estabilidade termodindmica.

Uma vez estabelecido o equilibrio, as egs. (A9), (A10) e (A2) mostram que:
inin = —pV

Voltando ao sistema de interesse, como o volume é mantido constante, usaremos a func3o:

w(Tqu;n):%:f(T,n)f,ugn (A11)

Esta funcdo deve ser minima no equilibrio e o seu valor no minimo é:
Ymin = —P (A12)
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