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O Principio da
Incerteza

Eduardo Lage

Universidade do Porto

A teoria quantica é a mais eficaz e precisa interpretacdo do mundo fisico. Contudo, muitos
dos seus conceitos e resultados parecem desafiar o senso comum, dando-lhe um ar de
mistério e exoterismo so tolerados perante o seu enorme sucesso. A base fundamental da
teoria é o Principio da Incerteza — se for violado por uma experiéncia real ou conceptual, a

teoria quantica cai sem apelo. E este Principio que aqui é exposto e interpretado.

A mecanica quantica nasceu em Dezembro de 1900 quando Max Planck deduziu a expressao
matematica que obtivera, dois meses antes, como ajuste numérico, mas muito preciso, aos re-
sultados experimentais relativos a intensidade da radiagdo emitida por um corpo negro. Na sua
dedugdo, Planck postulou que um oscilador harmdnico, de frequéncia natural v, s6 pode ter
asenergias E,, = nhvcomn = 0,1,2,... e h = 6,676... x 107>* Js uma constante
que passou a ser conhecida por constante de Planck.

Em 1905, Albert Einstein analisou as flutuagdes de energia da radiagdo do corpo negro,
concluindo que cada onda eletromagnética, de frequéncia v, da radiagdo electromagné-
tica transporta uma energia quantificada, como se fosse constituida por particulas com
uma energia individual hv, hipétese que viria a ser confirmada no efeito fotoelétrico. O
guantum de luz passou, mais tarde, a designar-se por fotao.

Em 1913, Niels Bohr introduz o quantum no atomo de hidrogénio, postulando que as
orbitas permitidas estdo quantificadas nos estados estacionarios, havendo emissao ou
absorcdo de um fotdo quando o eletrdo salta de uma dessas orbitas para outra, obtendo
desse modo as séries espectrais dos hidrogenodides (atomos ou ides com um tnico eletrao).

Em 1924, na sua tese de doutoramento, Victor de Broglie introduz a hipotese de cada

particula ter associada uma onda de comprimento:

A= — (1)
p
onde p é o momento linear da particula. Mostra que as drbitas permitidas de Bohr ndo séo
mais do que estados estacionarios destas ondas.

Estes resultados, cada um dos quais merecedor de um artigo mais elaborado, estao, cla-
ramente, em contradigdo com a Fisica Classica, mas revelaram-se de enorme valor na ex-
ploracao inicial das propriedades atdmicas e moleculares, fundamentando o que passou a
ser conhecido por teoria quantica-classica, um conjunto de regras enxertadas em modelos

classicos, justificando-se, apenas, pelo acordo com a experiéncia. Esta teoria ainda hoje é
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utilizada como primeira abordagem a um novo problema e constitui, realmente, a base da
linguagem que usamos para descrever fendémenos a escala atdmica.

Em Junho de 1925, Werner Heisenberg (FIGURA 1) inventa a mecénica matricial, um
formalismo baseado unicamente em grandezas observaveis, representadas por matrizes,
tendo ele mesmo deduzido o resultado de Planck e, no mesmo ano, Wolfgang Pauli obtém,
usando aquela mecanica, a quantificagdo dos niveis de energia de Bohr. Em Outubro de
1925, Max Born e Pascual Jordan publicam a teoria completa da mecénica matricial, da
qual deduzem um resultado bastante estranho:

)

XP, — PzX = iﬂl

Aqui, X e p, sdo matrizes associadas, respetivamente, com a posicdo e o momento linear
de uma particula (e 1 é a matriz unidade). Mas qual o significado fisico desse resultado?

Em Janeiro de 1926, Erwin Schrédinger apresenta a mecanica ondulatéria, baseada na
hipdtese de Victor de Broglie, e introduz a equagao, que passou a ter o seu nome, para a
fungdo de onda 1) que descreve a particula (ou, mais geralmente, o sistema), deduzindo
quer a quantificagdo de Planck, quer os niveis de energia de Bohr e mostrando que o seu

formalismo era equivalente ao de Heisenberg.

FIGURA 1. Werner Heisenberg (1901-1976) (Fonte: Wikimedia Commons).

Mas qual o significado fisico destes formalismos? Um primeiro passo foi obtido por
Born: a fungdo de onda z/J(ac) contém toda a informac&o sobre a particula, sendo que:
\1/1(35)]2 dx é a probabilidade de uma medigdo da posigdo da particula a encontrar em
[z, z + dx].

H4, assim, um indeterminismo intrinseco na Mecanica Quantica, em completo contraste
com o determinismo da Fisica Classica. Com a interpretacio de Born, podemos calcular

onde, em média, se localiza a particula:
2
@) = [ da @) s

e, de modo analogo, se definem momentos de maior ordem. Em particular, o desvio padrao

da posicao:
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b =/ (22) — (z)*

Deste modo, podemos dizer que, com grande probabilidade, a particula sera encontrada
em [(z) — dx, (x) + dx]. Algumas observagdes importantes:

12 O desvio padrdo ndo tem qualquer relagdo com erros experimentais na medigdo da
posicao. Tais erros podem, em principio, ser eliminados, reduzidos ou compensados. O des-
vio padréo, tal como a média, informa como se distribuem os resultados da medigéo das
posicoes de um grande numero de particulas idénticas, independentes e igualmente pre-
paradas inicialmente, i.e., descritas pela mesma fungao de onda.

22 Apds a medicdo da posicdo da particula, a fungdo de onda ndo é mais a anterior
w(a;) - diz-se que esta funcao de onda colapsou. A nova fungao de onda leva em conta o
resultado obtido pela medig3o.

Podiamos, é claro, optar por medir o momento linear da particula. Para tal, a sua distri-
buicdo de probabilidades é obtida a partir da transformada de Fourier de @Z)(x)

¢(pa) = \}E / dze’

d)(px)\Q dp; tem o mesmo significado anterior, agora adaptado a uma medi-

2wrpy

¥(x)

Entao,
¢d0 do momento linear, i.e., |¢(pz )|* dp, é a probabilidade de uma medig&o do momen-
to linear da particula a encontrar em [pm,pm + dpm]. E, de modo analogo, definimos
(pz) e dpy, respetivamente, o valor médio e o desvio padrao do momento linear, man-

tendo-se as observagdes atras apresentadas:

2
(02} = [ o l6to2) .
opy = \/ (p2 2
Pe =/ (P3) — (Pz)
Ora, da eq. (2), deduz-se:
h
47
Este resultado significa que medigdes infinitamente precisas e simultaneas da po-

sicdo e do momento linear sdo impossiveis, em total contraste com a Fisica Classica.

Nada obsta a que, por exemplo, uma medi¢do da posigao tenha um erro €, mas, entao,

E

a determinacdo simultdnea do momento linear tera uma imprecisdo Epy = 1
TEL

este o conteudo do Principio da Incerteza e a eq. (3) é a sua traducdo matematica. Os
pares de variaveis, tais como T e p,, satisfazendo a eq. (2) e, portanto, obedecendo ao
Principio da Incerteza, designam-se por varidveis conjugadas.

Os exemplos seguintes elucidam estas consideragdes.

Exemplo 1: Difracgdo por duas fendas

A FIGURA 2 esquematiza a experiéncia classica de Young: luz monocromatica (comprimen-
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to de onda ) incide sobre um anteparo vertical fixo onde existem duas fendas A e B, de
largura a < A, distantes b uma da outra. A onda incidente é difractada pelas fendas, ge-
rando uma figura de interferéncia no alvo, paralelo ao anteparo e a uma distancia D > b
. Aintensidade medida no alvo é:

10) =1 s Locn))

R

A i ////;75’/0
v
B

ecra

FIGURA 2. Figura de difraccao gerada por um feixe monocromatico incidindo num anteparo com duas fendas a distancia b.

A figura de difracgdo, caracteristica de um fendmeno ondulatério, é constituida por fai-

xas iluminadas alternando com zonas escuras: as primeiras correspondem a maximos da

N A 2X o .
intensidade (sen(f) = O,ig,i?, ...) eas segundas a intensidade nula. Aceitando,
para simplificar, A < b < D, a distancia, no alvo, entre maximos consecutivos (desig-

D

A

nada por interfranja) é ~ 3)\ — — ,onde « é o0 dngulo, em O, do tridngulo iséscele OAB.
o

Imaginemos, agora, que reduzimos a intensidade da onda incidente de modo a sé exis-

tir um fotdo em transito. Nestas circunstancias, ndo se observa, no alvo, qualquer figura
de interferéncia, antes um brilho aqui, outro além, aparentemente aleatdrios, anunciando
a detecgdo dos correspondentes fotées (FIGURA 3). Para cada fotdo, ndo sabemos a que
ponto do alvo chegara; mas se registarmos as posigoes de chegada de sucessivos fotdes,
vemos emergir a figura de interferéncia. Quer dizer, a figura de interferéncia representa a

estatistica de chegada ao alvo dos fotges!

FIGURA 3. Emergéncia gradual da figura de difraccao.
Ha uma outra questao interessante: por qual das fendas passou um fotdo? Com a mon-
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tagem experimental acima indicada, ndo é possivel responder a questdo. Mas podemos
alterar essa montagem, por exemplo, suspendendo o anteparo, com as duas fendas, por
uma mola. Considere-se um fotdo detectado em 6 = 0 : se passou pela fenda A, adquiriu

QU
um momento linear —% segundo o eixo vertical (eixo %), obrigando o anteparo a “subir”
po

(p= N é o momento linear do fotdo); se passar pela fenda B, adquire o0 momento

obrigando o anteparo a “descer” (FIGURA 4).

P, A\\a\
— 0
B

FIGURA 4. Trajectéria do fotdo que entra em A e é detectado em 0.

Observando o movimento do anteparo, saberiamos por qual das fendas passou o fot3o.

Mas, para isso, necessitamos de conhecer o momento linear do anteparo com uma pre-

e
cisao 5Py <K %; entdo, pela relagdo de Heisenberg, a posicdo do anteparo tem uma

h
incerteza 0y & —— > — = —— i.e,, muito maior que a interfranja. Quer dizer, a
20P, pa 21«

identificagdo da fenda por onde passou o fotdo destrdi a figura de interferéncia!
De modo inverso, se queremos manter a figura de interferéncia, o momento linear da

parede deve ser nulo com uma imprecisao 5Py <& pb , onde 0 é a separagdo angular

entre um maximo e um minimo consecutivos da figura de interferéncia: 6 = % Assim,

A h
5Py < ZT) = be , pelo que (relagdo de Heisenberg) a imprecisdo na posicdo do antepa-
roé 0y ~ —— > — , i.e., ndo sabemos por qual das fendas passou o fotao!

20 P, 27

Ha muitas outras experiéncias conceptuais semelhantes a aqui considerada (ver Refe-
réncias) - em todas elas, o resultado é o anterior: se soubermos por qual fenda passou o
fotdo (natureza corpuscular), destruimos a figura de interferéncia (natureza ondulatoéria),
e vice-versa. As duas naturezas excluem-se mutuamente, mas sdo complementares, no
sentido em que cada uma ilumina um aspecto do comportamento observado. Outras im-

portantes conclusdes estdo remetidas para os comentarios finais.

Exemplo 2: O microscopio de Heisenberg

Imaginemos um microscopio com a objectiva focada sobre uma linha onde se situa um
electrdo praticamente em repouso (FIGURA 5). Um fotdo (raio 7Y), de momento p = —, coli-

de com o eletrdo sob o foco da lente e é desviado (efeito Compton) para a objectiva, sendo
detetado pelo observador. Designando por 6 a abertura angular da lente (objectiva), pa-
rece que podemos conhecer exactamente quer a posicao do electrdo quer o seu momento

0

linear apds colisdo p,; = psen (2> . Mas nao é assim! Com efeito, o fotdo foi desviado
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para o interior do cone de focagem, ndo se sabendo exactamente a sua trajectoria, pelo que

ha a imprecisdo dp, = psen <2> no momento linear.

lente

AR

FIGURA 5. Microscopio de Heisenberg.

Por outro lado, a onda electromagnética de que o fotdo é o quantum, com um comprimen-

to de onda ), difracta nos bordos da lente, o que limita o poder separador do microscépio:

- . . - . A
se o electrdo se situar sob o foco com uma imprecisdo de posigcdo jz ~ — gy sua
2sen (5)

imagem é a mesma. Assim:

A h
Oxdp, = % = —

tal como exigido pela relacao de incerteza.

Exemplo 3: Desvio num campo magnético
Uma particula (massa m, carga ¢, momento linear p) incide perpendicularmente sobre
uma abertura (largura a) para além da qual existe um campo magnético uniforme B.

ITI reldgio
FIGURA 6. Trajectoria classica (cheio) e outras possiveis (trajectado) devido a difragao na fenda.

O campo desvia a particula fazendo-a incidir sobre um detetor, na parede, que regista
o0 “tempo de voo", da entrada ao detetor (FIGURA 4). Em Fisica Classica, este dispositivo
poderia servir para determinar a energia da particula. Com efeito, ela descreve uma semi-

circunferéncia (raio R é metade da distancia da abertura ao detector) com a velocidade an-

B
gular w,. = w (frequéncia ciclotrénica). Assim, a velocidade da particula é v = w.R,
m
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. T
conhecendo-se quer a sua energia, I/ = gm’uz, quer o tempo de voo, { = —. Contudo, a
We

analise é um pouco mais elaborada. Comecemos por notar que o raio tem uma imprecisio

5R%a

5 devido a largura finita da abertura. Por outro lado, a particula tem uma onda

h
associada (de Broglie), de comprimento A\ = —. A onda vai, necessariamente, difractar na

abertura, originando uma imprecisdo dc & — no angulo que define a direcgdo inicial da
a

A

velocidade dentro do campo. Como consequéncia, a trajectoria € um arco de circulo que

da o
se inicia subtendendo um angulo no intervalo [W — 7, ™+ 2} , pelo que o tempo de
a
voo tem uma incerteza §t ~ ——. Ora, a impreciso no raio determina uma imprecisao na
We
Wea
velocidade: 0 = mvdv = PTC . Assim:
pA h (4)
OBt ~ — = —
4 4

Esta € uma outra forma do Principio da Incerteza, relacionando, genericamente, a im-
precisdo na energia de um sistema com a imprecisdo no tempo durante o qual o sistema
interagiu com outro para medir essa mesma energia . Uma importante aplicagdo deste
resultado é a seguinte: um dtomo ou molécula num estado excitado decai, ao fim de algum
tempo, para o estado fundamental; este tempo de decaimento nio é conhecido (obede-

ce, frequentemente, a uma distribuigdo de Poisson), mas tem um valor médio 7. H3, as-

. . . h . . - . .
sim, uma imprecisdo ) E &~ — na energia do estado excitado, originando uma impreciséo
T

dw =~ — na frequéncia da luz emitida: esta imprecisdo é conhecida por largura intrinseca
T

darisca.

Comentdrios finais

N&o tera passado despercebido ao leitor que, no primeiro exemplo atras considerado, a re-
lacdo de incerteza foi aplicada ao anteparo com as duas fendas, um objecto macroscopico.
N&o ha uma linha diviséria que separe um dominio onde se aplica a teoria quéantica de outro
onde impera a Fisica Classica. A teoria quantica ndo prescinde da Fisica Classica porque
aceita ser nesta que, para efeitos praticos, funcionam os aparelhos de medida, se registam
leituras exatas (a menos de erros experimentais) e fundamenta a linguagem que descreve
os fendmenos limitada, como est4, pela nossa experiéncia “macroscépica”. Mas um apa-
relho de medida (tal como o anteparo) pode ele proprio revelar-se um sistema quantico,
sujeito ao Principio da Incerteza, se, para tal, forem reunidas as condi¢cGes necessarias.
Para observar esse comportamento quantico, temos de empregar outros aparelhos que,
para efeitos praticos, obedecem a Fisica Classica. O anteparo, por exemplo, esta sujeito
a flutuagdes térmicas: para uma massa de 0,1Kg, o seu momento linear médio, devido a
agitacdo térmica, é p ~ 2 X 101 Kgm/s, e se o erro experimental na medida da sua

posicdo for 10-*m, entdo ter-se-a dpdx =~ 2 X 10714Js. muito maior que a constante de
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Planck. Estes erros experimentais ndo impedem o anteparo de originar a figura de inter-
feréncia; mas se quisermos, como naquele primeiro exemplo, que o anteparo se comporte
como um objecto quantico, temos de anular todas as fontes de ruido (flutuagdes térmicas
ou da pressao, dilatagdes por absorgdo de luz, etc.). E evidente que isso é experimental-
mente muito dificil de conseguir para objectos macroscapicos e € por isso que o compor-
tamento quantico &, sobretudo, observado em sistemas de pequena dimensao, tais como
atomos ou moléculas.

Por (ltimo, o leitor questionara: o fotdo ou o electrdo sio, afinal, particulas ou ondas? A
resposta, seguindo Bohr, é a seguinte: a Fisica ndo se debruca sobre o que €, mas sim sobre
como se comporta. E 0 mesmo Bohr da uma definigdo de fendmeno que passou a ser aceite
por toda a comunidade fisica: um fendmeno é uma observagao, incluindo os meios usados
para observar. Assim, as palavras “fotdo” ou “electrdo” designam fendmenos que se com-
portam como particulas quando usamos métodos para detectar particulas e se comportam
como “ondas” quando usamos métodos para detectar ondas. Os dois comportamentos nunca
sdo observados em simultaneo e ambos informam sobre tais fendmenos, auto-excluindo-se,
mas complementando-se. Tal é o conteudo do Principio da Complementaridade (Bohr, 1927).

Feynman! apresenta uma excelente discussao sobre a experiéncia de difragdo por duas
fendas com detegéo individual de fotdes. A dedugao formal das relagdes de incerteza pode
ser encontrada no bem conhecido texto de Schiff?. Para os fundamentos e aplicagées da
teoria quantica, o texto de Park® é bastante completo e facil de ler.
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