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Vibracoes

Eduardo Lage

Universidade do Porto

Uma vibragao é uma oscilacao localizada, em geral, numa pequena regido do espaco e

efectuando-se em torno de um centro de equilibrio. O seu modelo mais simples é o osci-
lador harmdnico, com uma frequéncia prépria bem definida, que se mostra capaz de uma
boa descricdo de vibragées moleculares, de simples circuitos eléctricos, etc.. A sobrepo-
sicao de vibragées com diferentes frequéncias fundamenta fenémenos de interferéncia e
batimento, e a consideracao de varios osciladores harmoénicos acoplados conduz ao im-
portante conceito de modos normais de vibragao, bem como a propagacgao das vibragées

no espaco, um fenémeno que antecipa o conceito de ondas.

Uma vibragdo harmanica é caracterizada pela sua amplitude (o maximo valor do afastamen-
to do equilibrio) e o periodo T" (o tempo decorrido entre duas amplitudes consecutivas) ou a
frequéncia v (o inverso do periodo, i.e., 0 nimero de amplitudes consecutivas observadas
num segundo). A frequéncia angular w &, simplesmente, a frequéncia multiplicada por 27.

Se aplicarmos duas forcas, de frequéncias diferentes, a um oscilador harmonico (ver “Os-
cilador harmonico”), a resposta é a soma das respostas para cada uma das forgas conside-
rada isoladamente. O mesmo se passa num circuito LC, podendo aquela sobreposicdo ser
facilmente implementado num laboratério.

Temos assim:
z(t) = arcos(wit) + agcos(wat + @) 1)

Aqui, a1 e a9 sao as amplitudes do oscilador para cada uma das forgas; wi e Wy as res-
pectivas frequéncias angulares; e ¢ ¢ a diferenca de fase entre as duas vibragdes, a qual
sera ignorada no que se segue. As amplitudes e diferenca de fase sdo determinadas pela

forma analitica das forgas aplicadas, mas tal ndo interessa agora.

o . w1 Ty m
Um primeiro resultado interessante ocorre quando a razdo — = — = — for um
wy T1 ng

numero racional ( 721, M2 numeros naturais, primos entre si). Entdo, ao fim do tempo
T = n1T1 = naTh. Ambos os osciladores repetem os respetivos estados iniciais — a so-
breposicao destas vibragdes é periédica, com o periodo 7' (FIGURA 1, onde q; = 5, a9 = 3,
T1 = 3, Ty = 7, resultando num periodo 7" = 21). Uma outra maneira de tirar a mesma
concluséo consiste em representar graficamente (¢ + 1), como ordenada, e z(t). como
abcissa: obtém-se uma curva fechada, confirmando a periodicidade do sistema (FIGURA 2).
(Este método pode ser aplicado a uma série de dados numéricos onde se suspeita haver

comensurabilidade de periodos).
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FIGURA 1. Comensurabilidade de frequéncias aqui observada com periodo 21.

FIGURA 2. Frequéncias comensuraveis: nesta representacao, a linha fecha ao fim de 21 passos e repete o percurso depois disso.

. ~ - A Lo Wl
Situagdo muito diferente ocorre quando as duas frequéncias sdo incomensuraveis, i.e., —
w2

for um numero irracional. Agora, ndo ha repetigdo possivel, embora possa, por vezes, pare-

cer (FIGURA 3; amplitudes iguais as da FIGURA 1, T} = 3,15 = \/% ). A representagao
33(75 + 1) Vs $(t) é elucidativa: em vez de uma curva fechada, encontra-se uma regiéo den-
sa, mostrando ser este um método expedito para exibir a incomensurabilidade dos periodos
(FIGURA 4).

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927//rce2020.015 | margo de 2020 2


http://doi.org/10.24927/rce2020.015

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

FIGURA 3. Incomensurabilidade de frequéncias, nao se observando repeticao periddica.

Um segundo resultado ocorre quando as duas frequéncias estdo muito proximas. Supo-

nha-se, entdo, que w1 = w + dw e wo = w — dw, com Jw << w. A eq. (1) reescreve-se:
x(t) = {(a1 + az)cos(dwt)} cos(wt) + {(a1 — az)sen(dwt)} sen(wt)

Os termos dentro das chavetas variam muito lentamente no tempo quando comparados
com os factores que os multiplicam. Quer dizer, a vibragao é quase sinusoidal, mas tem uma
amplitude lentamente modulada no tempo (FIGURA 5). Trata-se do fenémeno de batimento
que, por vezes, se experimenta ao sintonizar uma estagéo de radio (em AM) com uma fre-
quéncia muita préxima da frequéncia de outra estac3o.

FIGURA 4. Frequéncias incomensuraveis, com a linha a ndo voltar a um ponto anterior.
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FIGURA 5. Batimento, quando as duas frquéncias sdo muito proximas.

Osciladores acoplados geram um novo tipo de vibragdes conhecidas por modos normais
de vibragdo. Na FIGURA 6A , os dois osciladores harmdnicos (ambos com a mesma ‘constante
da mola’ k) estdo ligados por um potencial harmoénico (constante k’). Os seus deslocamentos
das posicdes de equilibrio sdo designados por u, e u, , obtendo-se facilmente as equagdes de

movimento:

mﬁ = —kuy + K (ug —uq)
2u, (2)
W = —]{IUQ — k‘(UQ — ul)
k k'’ k
m m
i I

FIGURA 6. A) Osciladores acoplados com a mesma constante de mola k e acoplados por um potencial harmanico de constante &’.

Os modos normais sdo as solugdes harmonicas destas equagdes, sendo, neste caso,
faceis de encontrar explorando as simetrias do problema. Com efeito, designando por

u4+ = U1 £ U9, obtém-se, por soma e diferenca das egs.(2), as equacdes equivalentes:

= —kU+ — Wy = — —r—

d?u_ k + 2K’ wu
mTfQ:—(k+2k:')u,—>w,:\/+T KNS

No modo simétrico ( u, ), as duas massas deslocam-se em fase: a mola que as une esta
sempre relaxada; no modo anti-simétrico (u ), as massas deslocam-se em anti-fase: a mola
intermédia é comprimida, quando as massas se deslocam uma contra a outra, e é distendida,
quando aquelas massas se afastam uma da outra, justificando por que w_ > w,.. As setas

acima indicam estes movimentos.
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A FIGURA 6B representa um circuito elétrico (L, coeficiente de auto inducdo das bobines; C
e C’ capacidades dos condensadores), para o qual as correntes de malha I, e I, satisfazem
as mesmas egs. (2), servindo, pois, como computador analégico do sistema mecénico con-

siderado.

FIGURA 6. B) Circuito elétrico equivalente aos osciladores acoplados.

Numa molécula, a energia das interagdes atémicas tem minimos que definem as posigdes
de equilibrio dos atomos. Pequenos afastamentos dos atomos originam um crescimento da
energia quadratica nos deslocamentos como se os dtomos estivessem ligados por molas.
A procura dos modos normais de vibragdo da molécula é fundamental para determinar o
respetivo espectro vibracional. A existéncia de simetrias ajuda a identificar estes modos,
como se viu no exemplo anterior e se mostrara, a seguir, numa sua generalizagdo de grande
importancia em Fisica do Estado Sélido.

Considerem-se N osciladores harmodnicos acoplados (FIGURA 7, em cima); seja
u (m=1,2,...,N) o deslocamento do oscilador n contado a partir da posic&o de equilibrio (mar-
cado com x, na FIGURA 7).

I 2 3 N-2 N N
X— X——r X — 444, 14¢d
ul' HZ u.? X ue\«'-.’ X uN
L
m

FIGURA 7. Cadeia linear de esciladores acopladas (em cima) e rede de circuitos LC equivalente (em baixo). As correntes de
malha no circuito elétrico (em baixo) satisfazem as mesmas equagoes.

As equagdes de movimento ficam:

d2u1
mﬁ =k (UQ - U1)
d2
mﬂ =—k (UQ - Ul) =+ k(u3 - UQ)
i @
d?u,,
mm = -k (un — un_l) +k (un+1 - Un)
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d2uN,1
m? =—k (UN_l - UN_Q) + k (UN — UN_]_)
d2uN
M= = —k (uy —un—1)
E fécil verificar que:

N
un _ @
dt?

n=1

porque nao ha forgas exteriores. Consideremos, agora, as solugdes que dependem do tempo
iwt

como € " -serdo, por definigdo, os modos normais deste sistema. Obtém-se*:

—mw?u; =k (ug —uq)

—mw?uy = —k (ug — u1) + k (u3 — us)
—mw?u, = —k (up — u - (®)
n — n nfl) +k (unJrl un)
—mw?uy_1 = —k (un_1 — un—2) + k (uy — un_1)
—mw?uy = —k (uy — un—_1)

(Para evitar complicar a notacao, representamos da mesma forma os deslocamentos, em-
bora eles sejam reais em (3) e complexos em (5). Os deslocamentos reais obter-se-3o, no fim
dos calculos, tomando a parte real dos complexos, apds multiplicagdo pelo factor et )
Excetuando os extremos (n=1, n=N), observa-se uma simetria: a equagio para a particula

n+1 obtem-se da equac3o para a particula n substituindo, simplesmente, »n por n+1. Tal su-
Un+1

gere que se procurem solugdes tais que seja constante, mas essa constante s6 pode

n
ter mddulo 1, caso contrario haveria um crescimento dos deslocamentos para um dos lados.

Un+1
Un,

Assim, serd = €' com q real, i.e., Up X €7, Substituindo nas equagdes para

n=2,...N-1 jhiem-se
Cmw? = k(1 e79) 4k (e~ 1) (6)
Isto é:

w= 2k (1 — cosq) (7)
m
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Esteresultado é conhecido por relagdo de dispersao. Notar-se-a que a substituicido ¢ — —¢q

conduz a mesma relagao de dispersao. Assim, a solugdo geral, paraumdado g > 0, é:

U, = e Wit [Aqeiq” + A_qe_iq”} (8)

onde wy é definido pela eq. (7), e A4, s&o constantes (complexas). A eq. (8) tem uma in-
terpretacdo simples: o deslocamento é a sobreposicdo de uma vibragdo que se propaga
para a direita (Aq) com outra que se propaga para a esquerda (A_q). Com efeito, consi-
derando, apenas, o termo de amplitude Aq, é facil verificar que w, 11 (t + 7) = uy, (t)

com w7 = q . Anélise idéntica pode ser efetuada para o modo de amplitude A_,. Quais os
valores possiveis para ¢g? Para comegar, notar-se-a que a substituicdo ¢ — ¢ + 27 da os
mesmos deslocamentos. Assim, ¢ pode restringir-se a um intervalo de amplitude 27, sendo
habitual considerar o intervalo |—7, 7], conhecido por 12 zona de Brillouin. Contudo, nas
expressoes anteriores, consideraram-se explicitamente as contribuigdes de g e —¢, pelo que
qe [O, 7T] com -¢g a completar o resto da zona de Brillouin. Depois, substituindo qualquer das

componentes da eq. (8) na eq. (4), obtém-se

N

4 , 27l N -1 N
E eizq”:OAeiquzlﬁq:—Wl l:O,l,.--,J() ()
— N 2 2

I(x) € 0 maior inteiro menor ou igual a . Note-se que g=0, embora permitido, € muitas
vezes omitido porque corresponde a uma translagao uniforme de todas as massas.

A FIGURA 8 representa a relacio de dispersao, eq. (7). Os valores de q distribuem-se igual-
mente espagados no eixo horizontal: o seu conjunto torna-se denso para N>>1. Observe-se

que, para pequenos valores de |q| tem-se:

k
wy = \/;qu (10)

FIGURA 8. Relagao de dispersao.
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Mostrar-se-4, adiante, o significado desta expressao.

Finalmente, considerem-se as egs. (5) para os extremos, n=1/ e n=N. Inserindo a solugdo
encontrada, eq. (8), substituindo mw? através da eg. (6) e lembrando ser eF4N =1, ob-
tem-se, para ambos os extremos, o mesmo resultado:

qu

Ag (e =1) + A4 (77 =1) =0 — = ¢ (11)
q

a .
Assim, definindo Aiq = qu%%, inserindo na eq. (8), tem-se:

. 1
Up = aqe_““qtcos (q <n — 2))

A solugdo geral das equagdes de movimento &, ent&o:

un (t) = Re Z aqefiwthOS (q <n - ;)) (12)
a

sendo a soma efetuada sobre os valores permitidos em (9).

O leitor, certamente, tera tido a duvida: se, por exemplo, a particula 1 estiver presa, como
se determinam os valores de q? Agora, a equagao, em (3), para a particula 1, terd um termo
adicional da forga que a prende, o que invalida a conclusio expressa na eq. (4). Contudo, ha,

s . = A*q 2iq+im =
agora, a condi¢do 1,1 = () que se exprime narelagdo — = e . E tem-se a equagdo

q

A_
para n=N, em (5), o que fornece outra relacio para Tq' A compatibilidade entre estas duas

q

ig(2N=1)+ir _ ). Da mesma for-

equagoes fornece os valores possiveis para g (no caso €
ma se procederia se os dois extremos estivessem fixos.

Quando N >> 1, mas a cadeia de osciladores mantem, no equilibrio, um tamanho fi-
nito L, a cadeia aparece como um fio continuo e deformével. Seja a a distancia entre as
posicbes de equilibrio. Entdo, L = (N — 1) a e a massa da cadeia é M = Na, apre-

sentando, assim, no equilibrio, uma densidade (massa por unidade de comprimento)
M Nm _m
p_f_(N—l)a_ a
Imagine-se, agora, que a particula 1 esta fixa na sua posicao de equilibrio e que ¢ aplicada
uma forga externa F na particula N. Atingido um novo equilibrio, a cadeia aumentou o seu
comprimento L — L 4 6L, com 0 L = wu . Voltando as egs. (3), esta situacdo estatica é

descrita igualando a 0 os primeiros membros e acrescentado a forga F a tltima equagdo. E

F
facil encontrar os deslocamentos: u,, = (n — 1) —, pelo que:

k
oL UN F

L (N-1)a ka

Esta é uma forma da lei de Hooke: identificamos, assim, ka com o médulo de Young ( E)

adaptado a este modelo unidimensional de um sélido.
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Observado de longe, o sistema de osciladores aparece como um fio continuo cujas oscila-
¢Oes sdo descritas por um campo de deslocamentos u (x,z) (ver “Campos”). A relagdo deste
campo com os deslocamentos dos osciladores é: [u (x,t)],_, . = u,(t) . Considerando

a equacdo de movimento deste oscilador (ver. (3)), podemos reescreve-la sob a forma:

0u(z,t)
[8752’ =klu(z+a,t)+u(x—at)—2u(z,t)],_.,
r=na
No limite ¢ — (, com * = na fixo, este segundo membro pode desenvolver-se até a

segunda ordem, obtendo-se:

0u(zx,t) 5 [OPu(z,t)
di e

A referéncia a posicdo £ = na é, agora, irrelevante. E usando os resultados anteriores
para a densidade e médulo de Young, tem-se:

O*u(x,t) E(?Zu(x, t)
o2 0z

Esta é a equagdo de onda a uma dimensao que merece um tratamento auténomo. Como

E
se ver4, ela prevé que ondas elasticas se propaguem com a velocidade c; = {/ — . Ora, na

|k
parte linear da relacdo de dispersé&o atras obtida, encontrou-se (eq. (10)) w, = - lq| -

Eliminando k e m em favor do mddulo de Young e densidade, como atras se mostrou, po-

demos reescrever:

Identifica-se, assim, 4 com o vector de onda. O resultado mostra que a parte linear da
relacdo de dispersao é, g‘inal, arelacdo linear entre frequéncia e vector de onda como expli-
cado na Ref. 1.

Idénticas consideragdes podem ser adaptadas & rede de circuitos LC' exibida na FIGURA
7. No limite do continuo, aquela rede identifica-se com uma linha de transmissao de electri-

cidade.
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