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Ondas

Eduardo Lage

Universidade do Porto

Uma onda é, na maioria dos casos, uma vibragao que se propaga no espago. Sdo inu-
meros os exemplos no electromagnetismo, na mecanica dos fluidos, de que a acUs-
tica é um importante caso particular, em sdlidos deformaveis e geofisica, na teoria
quantica ou na relatividade. As ondas de choque e os solitdes sao, talvez, as principais

excepgoes a esta defini¢cdo e ndo serdo aqui consideradas.

Nos casos mais simples, que sdo também os mais vulgares, a onda, seja qual for a sua
natureza, exibe, em cada ponto, uma vibragdo harménica da grandeza que se propaga:
designa-se por monocromatica. A amplitude observada nesse ponto num dado instante,
ird aparecer, um periodo 1" de vibracdo depois, num outro ponto — a distancia entre esses
pontos é o comprimento de onda () e o seu inverso é o niimero de onda, i.e., o nimero de
amplitudes na unidade de comprimento. E porém, mais comum usar-se o vector de onda
(k) que indica a direcgdo e sentido de propagacdo e cuja grandeza é o nimero de onda
multiplicado por 27r. Num dado instante, o lugar geométrico dos pontos com a mesma am-
plitude ou, mais geralmente, com a mesma fase, pode ser uma superficie plana, cilindrica,
esférica, etc., o que leva a classificar a onda com as mesmas designacgoes. A propagagao
das amplitudes é, afinal, a propagacao destes lugares geométricos: a sua velocidade é a
velocidade de fase. Ora, num periodo de vibragédo (7'), a amplitude repete-se no mesmo

ponto, mas aquela inicialmente observada vai aparecer, T’ segundos depois, a distancia de
A
um comprimento de onda, pelo que a velocidade de fase é simplesmente T ou, de forma
w
equivalente, X onde w é a frequéncia angular.

A grandeza fisica experimentando um fendmeno ondulatério pode ser um escalar, como
nas ondas de pressdo ou densidade num fluido; um vector, como nas ondas electromag-
néticas; ou, mais geralmente, um tensor?, como nas ondas de deformagdo em sélidos ou
as ondas gravitacionais da Relatividade Geral. Mas também pode ser algo mais abstracto,
como a fungéo de onda da Mecéanica Quantica, uma fungdo complexa do tempo e do espaco.

A natureza do meio onde se propaga a onda determina uma relacdo entre a frequéncia
angular w e o vector de onda k - é arelacdo de dispersdo naquele meio. Quando esta rela-
cdo é linear, diz-se que ndo ha dispersio, como acontece com as ondas electromagnéticas
no vazio ou com as ondas de som no ar. Em tal caso, um sinal (i.e., uma sobreposicdo de
ondas monocromaticas) emitido é exactamente o sinal recebido porque todas as ondas
tém a mesma velocidade de fase. Mas este ndo é o caso geral: se a relagao de disperséao é
nao linear, as ondas do sinal propagam-se com diferentes velocidades, alterando a forma
do sinal mesmo que nao haja atenuagao das amplitudes. Eo gue se passa com a luz ao
atravessar vidro ou a propagar-se na agua. Adicionalmente, pode existir atenuacao, dife-
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rente, em geral, para as varias ondas, se 0 meio onde se propaga a onda for dissipativo: no
mar, o vermelho e 0 amarelo sdo mais absorvidos que o azul.

Seja qual for a sua natureza, as ondas reflectem-se ou refractam-se na superficie que
separa dois meios diferentes. E difractam-se na superficie de um objecto imerso no meio
ou quando obrigadas a passar por uma esquina ou por uma fenda. A difracgdo é a ca-
racteristica fundamental de uma onda, um fenémeno que depende crucialmente do com-
primento de onda e que subjaz o conceito de poder separador de aparelhos dpticos, do
microscadpio ao telescapio.

Finalmente, uma onda confinada a um dominio finito do espago, sé pode apresentar uma
selec¢do de comprimentos de onda, determinada pelas condigdes fronteira, i.e., pelas con-
digdes que as vibragdes tém que satisfazer na superficie que limita o dominio — € uma onda
estacionaria®.

No que se segue s6 serdo consideradas ondas planas e monocromaticas e embora se
estude um caso particular, os conceitos e métodos apresentados sdo muito gerais, aplican-
do-se, praticamente, a todos os fendmenos ondulatdrios.

Retome-se, aqui, a eq. (13) da Ref. 1 que descreve o campo de deslocamentos unidimen-
sionais u(, t) de um meio elastico (fio metélico, barra prismatica, etc.):

Pu(z,t)  _O%u(z,t)

— 1
ot? E 0z ™

onde P é a massa especifica e E 6 médulo de Young. Este campo surgiu como limite
no continuo de uma cadeia de osciladores e descreve deslocamentos na mesma direcgao
da cadeia, i.e., ondas longitudinais. Na Ref. 3, a mesma cadeia vibra perpendicularmente

a direcgdo de propagacdo da onda, designando-se esta, entdo, por transversal. Definindo

E

cs = {| — , mostrar-se-4, a seguir, que esta grandeza é a velocidade de propagacao das

ondas longitudinais. Com efeito, a solucdo geral da eq. (1) é:

u(z,t) = F(z — cst) + G(x + ¢st) (2)
Considerar que a eq. (1) se pode escrever na forma
0 0 0 0
— 4 — [ —— =0, verificando-se facilmente ue
(CS oz 8t> <CS oz 8t> v 1

o 0 o 0 -
(CS%+m>F($—63t):O e <638x_8t>G(x+Cst)_0

Aqui, F' e (G sédo fungbes arbitrarias, cada uma com um sé argumento e cada uma sa-
tisfazendo independentemente a equagdo de onda. Qual o significado de cada uma destas
fungdes? Consideremos F(:U — cst) . Se o argumento da fungéo, £ = x — ¢4t , tiver um
dado valor, entdo o valor da fungdo F'(£) é o mesmo para os pontos Z e instantes ¢ tais
que x = £ + cst , i.e., o valor da funcdo é transportado para a direita com a velocidade
Cg. Assim, F(az — cst) representa uma onda que se propaga para a direita com aquela
velocidade (FIGURA 1). Analogamente G(x + cst) representa uma onda que se propaga
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para a esquerda, com a mesma velocidade. Qualquer destas ondas mantém a sua forma
inicial enquanto se propaga — diz-se que nao ha dispers&o. Contudo, o campo u(x, t) éa
grandeza observada e da soma daquelas fungdes resulta a sobreposigado das ondas, alte-
rando a forma do campo (FIGURA 1, onde, parat = ( , a funcdo F' estd centradaemOea

fungdo GG estd centrada em 10).

FIGURA 1. Evolugdo de u(x,t) para t=0 (vermelho), t=3 (azul), t=5 (verde), t=10 (cinza).

Como sao determinadas estas fungdes?

Genericamente, qualquer campo tem que satisfazer duas condigdes, aqui explicitadas
para o campo de deslocamentos:

12 Condicao fronteira

A que devem obedecer u(:):, t) ou ——"~ em qualquer instante, nos limites do domi-

ou(z,t)
ot
nio onde o campo esta definido?

22 Condicao inicial

Ou(x,t
Quais os dados para u(z,0) e M ?
ot |,

Exemplo:
Imagine-se que o fio, de comprimento L tem os extremos livres. Entdo, a condicdo limite é:

(F5) - ()L

Estas relagdes traduzem a auséncia de tensées (forgas) exteriores nos extremos.Con-
siderar a Ref. 1 onde se mostrou que a tensdo exercida num ponto pela parte do fio a sua
ou
direita sobre a parte a esquerda é 7 = Ea— . Usando a eg. (2) e representando por uma
T
plica a derivada em ordem a x, obtém-se:

F'(=cst) + G'(cst) =0 3)
F'(L—cst)+G'(L+cst)=0 (4)
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Estas condicdes tém de ser satisfeitas qualquer que seja t. Entdo, substituindo em (4)

L
t — t + — e comparando com (3), deduz-se:
Cs

G'(cst) = G'(cst + 2L) — G(cst) = Gest + 21L)

Procedendo do mesmo modo com F', concluimos que ambas as funcdes sdo periddicas

com o periodo 2. Regressando a G, esta funcdo devera ter a forma:

G (cst) o ikest

com 2k L multiplo de 27. Ora, esta fungao s6 tem um argumento: & + ¢t , pelo que:
G(x + cst) x e hltest)

Assim, G’ (cst) o —ike~ st Usando eq. (3), obtém-se:

F'(—cqt) = ikekest
Mas a fungdo F' s6 tem um argumento: & — ¢t , concluindo-se:

F(x — cst) etk(@=est)
Assim, para estas ondas, tem-se:

F(z —cot) + G (z + cot) o< e Hesteos (k)

A solugdo geral para o campo de deslocamentos € a sobreposigdo destas solugdes para
os diferentes valores de k permitidos:

u(x,t) = Re [Z ake_iw"‘tcos(kx)]
k

onde se reconhece a relagdo de dispersao wy = Cg |k] entre a frequéncia angular das
ondas e os vectores de onda k. As amplitudes (complexas) a;. sdo definidas pelas con-
digdes iniciais que nao interessa, aqui, especificar. O leitor notara que o resultado final é o

limite no continuo da eq.(12) obtida na Ref. 1.

e —
——

FIGURA 2. Ondas incidentes, reflectida e transmitida.
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Imagine-se, agora, que o meio elastico é heterogéneo sendo constituido por uma parte
(1, na FIGURA 2), com densidade p1 e médulo de Young F/1, unida a outra parte (2, na figu-
ra), com densidade p2 e mddulo de Young FE’5. Uma onda monocromatica, propagando-se
no meio 1, que incida na juncéo, n3o vai, apenas, criar uma onda no meio 2 (onda transmi-
tida) como necessariamente vai gerar outra onda no meio 1 que se afasta da jungdo (onda
reflectida). Com efeito, na juncdo (:E = 0), duas condigoes tém de ser satisfeitas:

12 Continuidade dos deslocamentos
u1 (07 t) = U2 (07 t) (5)

Assim, como u1(0,t) oscila com frequéncia w, u2(0,t) tera de escilar com a mesma
frequéncia.
22 A tensdo que, na juncdo, o meio 1 exerce sobre o meio 2 € igual e oposta (32 lei de

Newton) a tensdo que 2 exerce sobre 1:

ouq Oua
E | — =Fy | — 6
1<8x>x0 2(8.’17)3;0 ()

Estas duas condigdes, conhecidas por relagoes de passagem, ndo podem ser verificadas,
em qualquer instante, se apenas existirem ondas incidente e transmitida — é necessario

considerar a onda reflectida. Temos, assim, que, no meio 1, é:
u (CL’,t) — e—zwt (ezkzlx + Re—zkuc)

onde R é a amplitude da onda reflectida para onda incidente de amplitude unitria e

w Ey . . o
k1 = —com ¢s, = 4/ — é avelocidade das ondas neste meio. No meio 2, é:
Csy P1

Ug(x, t) — Tefithrikz:r

o . "y w )
Aqui, T' é a amplitude da onda transmitida e ky = — com Csy = 4/ —.Asegs. (5)
Csqy P2

e (6) determinam:

. E1ky — Esks
"~ Bk + ok
. 2F1 k1

~ Eky + Esks

Assim, se 0 meio 2 for muito mais rigido que o meio 1 (i.e. Fy > Fq),tem-se T ~ 0
e R =~ —1: quase n3o ha onda transmitida e a onda reflectida interfere com a incidente
gerando um nodo de vibrag&o na jungdo. Se, pelo contrario, o meio 1 for muito mais rigido

que omeio 2 (i.e. F1 > F»), tem-se T' ~ 2 e R =~ 1:ajuncdo é um ventre de vibragao.
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A razdo ﬁ = o2 designa-se por indice de refracg&o (das ondas elasticas) do meio 1 em
2 Csq
relagdo ao meio 2.
Estas ondas elasticas transportam energia, 0 mesmo acontecendo com ondas acusticas,
electromagnéticas e outras. Para encontrar o fluxo de energia destas ondas elasticas, con-

sidere-se a energia entre dois pontos fixos a e b > a :
b 2 2
1 [Ou 1 ou
U(t) = dr |=p| = e
®) A x2p<m>'+2 &m)

Reconhecem-se, aqui, as contribuigdes das energia cinética e elastica do meio, sendo esta o
limite no continuo da energia potencial das molas consideradas na Ref. 1. Derivando a expres-

s&o anterior em ordem ao tempo e usando a equagdo do campo, eq. (1), obtém-se:
dU b Ou 0*u ou 0%u b Oud*n  Ou u b 9 [(Oudu
ot / d [Paw + E%atax} = E/ da [Fﬁ * %815836} = E/ o <5?)

Defina-se:

ou Ou

)
Assim:

dU boag

Nao havendo dissipagao, porque deve variar esta energia no intervalo [a, b] ? A resposta
vé-se no 22 membro da equag&o anterior: o aumento de energia na unidade de tempo (1¢
membro) deve-se & entrada de energia em « e saida em b. Segue-se que J(x, t) é o fluxo
de energia que passa, na unidade de tempo, através do ponto x, da esquerda para a direita.

A continuidade de J(O, t) na juncdo da FIGURA 2 esta garantida pelas relagdes de passagem.

= Ae WrttikT 4 papitual considerar a média

Para uma onda monocromética u (z, t)
no tempo (i.e., sobre um periodo) do fluxo. Paraisso, ndo é necessario tomar a parte real da
expressao anterior, porque o resultado obtém-se pela expressao seguinte:

*
0u> ou

_ 1 Qu) Oup 1 e
(J(z,t)) = 2Re [E <8t &J =3 |A|” Ewik (8)

O leitor verificarad facilmente que, no problema atrds analisado do fio heterogéneo, o
fluxo médio da energia transportada pela onda incidente é igual a soma dos fluxos trans-
portados pelas ondas reflectida e transmitida.

Quando a relagdo de dispersdo ndo é linear, surgem novos conceitos de grande im-

portancia na transmissdo de sinais. Considere-se, por exemplo, a seguinte relagdo:
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w
wi = cng + 51{:4, com 3 > (0. Agora a velocidade de fase “k depende do vector de

onda: um sinal transmitido, sobreposicdo destas ondas, rapidamente se dispersa, dificul-

tando, ou mesmo impossibilitando, o reconhecimento do sinal inicial (FIGURA 3).

FIGURA 3. As ondas que se sobrepdem na gaussiana inicial (t=0) dispersam-se ao longo do tempo.

Mas imaginemos que as ondas tém amplitudes A(k) com um pico central (em k) es-

+o00 . '
treito: Y (z,t) = / dkA(k)ezkx—zwkt

—00
Nesta sobreposicéo, ondas com k bem afastado de ko praticamente ndo contribuem
porque as respectivas amplitudes sdo muito pequenas. Por outro lado, para k ~ kg, a

amplitude quase nao varia junto do pico, pelo que resta considerar como varia a fase:

FIGURA 4. O movimento do grupo de ondas, envolvente das oscilagGes do transportador. As amplitudes A(k) sao as
mesmas da gaussiana na FIGURA 3, com a mesma sucessdo de tempos.

d
kx—wkt:kom—wk0t+(k_ko) T — wk) t
dt ),

Inserindo, obtém-se:

¢($7 t) (] e’ik‘ol‘—’iwkot /+OO dkA(k:)eZ(kkO)(x<%>kot)

—00
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Por palavras, a onda é, essencialmente, a onda monocromatica com o vector de onda
do pico (designada por transportador), mas com uma amplitude (o integral acima) que

a limita espacialmente, constituindo uma envolvente que se move com a velocidade

1%

dw
g = ( k . 0 grupo de ondas desloca-se com esta velocidade de grupo (FIGURA 4).
ko

dk
Note-se que o sinal permanece praticamente identificavel ao longo do tempo. E evidente
que para relagdes de dispersao lineares, as velocidades de fase e de grupo coincidem.
Imagine-se, agora, uma série de [NV linhas paralelas, no mesmo plano, equidistantes
(a), cada uma das quais capaz de emitir uma onda que se propaga no meio circundante.
Este conjunto pode ser um genuino emissor de ondas de som ou luz, ou ser uma rede de
difracgdo para uma onda plana que incida sobre as linhas. Tomar-se-a a luz, aqui, como
exemplo e, para simplificar, aceita-se que todas as linhas estdo em fase; designe-se por
¢o a amplitude da onda emitida por qualquer das linhas e por A o comprimento de onda. A
uma distancia D do plano das linhas situa-se um plano paralelo que actua como receptor

das ondas emitidas (FIGURA 5). Que se observa neste plano?

FIGURA 5. Rede de difracgéo.

Num qualquer ponto P do receptor chegam as ondas emitidas pelas linhas, mas,
agora, com fases diferentes porque tém que percorrer distancias diferentes entre cada
um dos emissores e o ponto de observacgao: nuns pontos, as ondas reforcam-se, origi-
nando um maximo da intensidade, noutros pontos, anulam-se mutuamente, originan-
do um minimo da intensidade. Deste modo, o plano receptor apresentara uma série de
bandas alternando em intensidade, fendmeno conhecido por interferéncia, uma de-
monstracdo inequivoca de um comportamento ondulatério. Convém tomar a origem

do eixo ¥ coincidente com o ponto médio da linha dos emissores. Deste modo, a posi-

. ] N+1 . . ,
¢cdo do emissor n € Y, = (N — N a. Para este emissor, a distancia a P é
Y? Yy,

dp=+/D2+ (Y —y,)2 D+ — —

=1 . Aqui, admi-
5D D (n y2,...,N) q
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tiu-se a situagdo vulgar de o plano detector se encontrar bastante longe dos emissores

d
D > Na .Qual a fase, em P, da onda gerada pelo emissor 12? Ha 7" comprimentos

de onda entre emissor e IP; por cada um, a fase aumenta de 27, pelo que a fase, em P.g

d . . . . j
oIr—= = kd,,. onde k é o vector de onda. Assim, o emissor 1. contribui com ¢062kd" ea

A

amplitude total da onda é:

(D122) o~ Y k(D4 22) sen (k255)
B(v) = goe (710) 37 o e >N<kDD>

n=1

A intensidade observadaem P ¢ I(Y) = |®(Y)|? obtendo-se:

2

sen (k350)

D _J (10)
Nsen (k:;%)

1Y) = I

onde Iy = |N ¢y ]2 é a intensidade total emitida. H4 varias observagbes a fazer (FIGURA 6):

Intensidade

zen i

Y
FIGURA 6. Variagao espacial da intensidade. Aqui, sen (8) = o

Loen o Ya -
12 E facil ver que I(Y) ¢ periodica sempre que kﬁ for um mdltiplo de 7, apresen-

tando maximos absolutos, iguais a I nestes pontos.

22 Entre maximos consecutivos, a intensidade oscila,, com maximos locais (designados
por 12 ordem, 22 ordem, etc.) e anulando-se periodicamente.

32 A distancia entre maximos depende crucialmente do comprimento de onda: quan-
to maior este, maior a distdncia entre maximos: se for emitida luz branca, o pico central
(Y = 0) ébranco, mas, nos outros, os picos vermelhos estdo mais afastados que os azuis
(FIGURA 7), situacgdo inversa da que ocorre na refracgao da luz por um prisma de vidro. Por
outro lado, quando A — 0, os maximos e minimos estdo tdo préximos que originam um
fundo de intensidade uniforme, tal como seria previsto pela dptica geométrica — esta é,

pois, o limite A — 0 da dptica ondulatoria.

FIGURA 7. Disperséao de luz branca por rede de difracgao.
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H4 um outro limite que interessa, agora considerar: @ — 0 com Na = [ constante e
N¢g — Pg constante. Neste limite, o conjunto de antenas fica denso, podendo repre-
sentar uma membrana que emite ondas acusticas ou uma fenda que difracta luz. A eq. (9)

origina:

ik<D+%> sen (k375)

B(Y) = Do i
2D

FIGURA 8. Dispersao de luz branca por rede de difrac¢do ¢ = kﬁ .
2D

Agora, sé permanece o pico central (em Y = 0 ), seguido de oscilagdes cada vez mais
ténues (FIGURA 8). Os primeiros anulamentos ocorrem em Y = :tT)\ .AFIGURAY9
mostra a variacao espacial da intensidade:

2
sen (k%)

1Y) =1, i (12)

FIGURA 9. Intensidade para onda difractada por fenda.
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onde Iy = |y |2 é a intensidade total emitida pela fenda. Os primeiros maximos secun-

s

dérios ocorrempara Y — :|:§7)\ , com uma intensidade () (cerca de 4%) menor
D
gue o pico central. Assim, a imagem da fenda tem, praticamente, a dimensao 37)\ ou

3 .
subtende o angulo 7 com vértice no centro da fenda.

FIGURA 10. Difracgao de onda do mar.

Estes resultados levantam a seguinte questdo: se existirem duas fendas iguais, para
simplificar, no mesmo plano, com uma distancia b entre os seus centros, sera possivel

separar as suas imagens? As ondas sobrepdem-se pelo que a sua amplitude observada é:

\IJ2(Y):\II(Y—S>+\I!(Y+S>

A intensidade respectiva:
12(Y) = [w2(Y)[?

exibe claramente a interferéncia das duas ondas (o quadrado da soma ndo é a soma
dos quadrados!). Na FIGURA 11, a distincia entre os emissores é suficientemente gran-
de para se perceber que ha dois emissores; mas, na FIGURA 12, essa distancia diminuiu
o suficiente para se ficar com a duvida se se trata da imagem de duas fendas ou, ape-
nas, de uma. O critério de Rayleigh define essa distancia minima, identificando-a com a

distancia Yy a que se situa o primeiro anulamento da amplitude para uma unica fenda:

D .
b~ 7)\ . E esta distancia minima, ou, de forma equivalente, a separagdo angular «,
(a) b A
comsen | — | = — = —
2 2D 2]

microscadpio ou duas estrelas observadas num telescopio, que define o poder separador do

, entre emissores, sejam eles dois objectos observados ao

instrumento utilizado.
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FIGURA 11. As duas fendas apresentam imagens separadas.

Estas conclusdes mostram como a éptica ondulatdria diverge fundamentalmente das

previsdes da Optica Geométrica.

FIGURA 12. As imagens das duas fendas ndo sao separaveis

E também deve ficar claro que as conclusdes obtidas aplicam-se a qualquer onda, seja

qual for a sua natureza.
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