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Modelos
compartimentais e
aplicacoes

Pedro Teles
DFA/ Universidade do Porto

No ambito da atual pandemia de COVID-19, provocada pelo virus SARS-CoV-2, os mode-
los compartimentais estdo na ordem do dia. Estes modelos matematicos sao amplamen-
te utilizados para a construgao de modelos epidémicos que contribuem para a tomada de
decisoes por parte das autoridades politicas e sanitarias. Neste artigo, sdo apresentados
os fundamentos matematicos deste tipo de modelos, assim como as ferramentas para a
construgdo. Sdo dados também alguns exemplos de aplicacao, tanto na drea da epide-

miologia, como nas ciéncias biomédicas.

Os modelos compartimentais sdo modelos matematicos em que a variagdo temporal de
uma determinada grandeza ou caracteristica fisico-quimica se faz através de conjuntos
bem definidos, a que chamamos compartimentos® 2. A taxa de transferéncia entre com-
partimentos é sempre proporcional a quantidade desta grandeza ou caracteristica em
cada compartimento. Estes modelos tém ampla utilizagdo em muitas areas cientificas com

énfase nas ciéncias biomédicas, estudos populacionais, epidemiologia e informatica.

Construcao de modelos compartimentais

Considere-se o0 modelo compartimental mais simples possivel - um modelo a dois com-
partimentos, em que um compartimento (A) transfere uma determinada grandeza para
outro (B):

/"\_-1 B

LA ] B |

FIGURA 1. Ilustragdo do modelo compartimental mais simples possivel.

Os elementos do compartimento A vao sendo “transferidos” para os elementos do com-
partimento B com uma taxa de transferéncia A 4B, numa relagdo que pode ser escrita da

seguinte forma:
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iB 1)
e )
dt AB

Ora, nés conhecemos estas equagdes. Nao sdo mais do que as equagdes diferenciais cuja

solucdo é a conhecida fungdo exponencial, tanto com expoente positivo, como negativo:

{ fa(t) = foae™ @

fB(t) = foa (1 - f”)

Esta fungdo é seguramente conhecida de todos, e tem indmeras aplicagdes, como por exem-
plo no caso do decaimento radioactivo. Considerando um radionuclideo em decaimento com uma
determinada atividade num instante ¢t = 0, A (0) = Ay, a solugao da equagéo (1) para A é:

A(t) = Age ™M, (3)

In(2)

Neste caso, Ay p = A = ——=
Iy

, e T1/2 é o tempo de semivida caracteristico do ra-

dionuclideo.

Em termos do modelo compartimental, este fendémeno pode ser compreendido da se-
guinte forma: o compartimento A representa o conjunto de elementos “pai”, e o comparti-
mento B representa o conjunto de elementos “filho”. O compartimento A esta a “transferir”
0 seu conteudo, neste caso, por decaimento radioativo, para o compartimento B. A solugao
da equacio que descreve esta transferéncia compartimental é dada pela equacao (3).

No entanto, este modelo compartimental simples nio nos traz nada de novo, dado que a lei
do decaimento radioativo pode ser compreendida sem o auxilio a utilizagdo de compartimentos.

Aplicacoes em ciéncias biomédicas
Vamos tentar imaginar entdo, algo mais complicado, como o seguinte modelo a trés com-

partimentos:

FIGURA 2. Ilustragdo de um modelo compartimental a trés compartimentos.
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Que descreve as seguintes equagdes diferenciais:

( dA
g = AcaC — (Aap + \a) A,
dB

4 E = AaBA — \pc B, (4)
dC

o ApcB — (Aca + Ao) C.

Este modelo ndo tem uma solucgéo analitica como no caso de (1). Na verdade, na maioria
dos casos, os modelos compartimentais resolvem-se numericamente, utilizando, por exem-
plo, um método de Runge-Kutta de 42 ordem, apesar de qualquer método numérico, desde
que adequado, possa ser utilizado. Outras vezes, podem possuir solugdes analiticas exatas,
ou aproximadas.

Na FIGURA 3, apresentamos uma solugdo para o sistema de equagdes (4) usando um
método de Runge-Kutta.

Este modelo é utilizado para descrever a biocinética do iodo no nosso organismo3, em
que o compartimento A representa o sangue, e transfere o seu contetdo (neste caso iodo)
para o compartimento B (que representa a tiroide) com uma taxa A A, e expele-o através
do sistema urindrio, com uma taxa \ 4. Como vimos, o compartimento B representa a ti-
roide, que recebe do compartimento A como explicado acima, iodo, e transfere-o, com uma
taxa Apgc, para o resto do corpo, representado pelo compartimento C. O compartimento C
recebe iodo & taxa A, e expele-o, através do sistema intestinal, com uma taxa A¢. Os
valores dos parametros sdo determinados experimentalmente através de medicGes dos
niveis de iodo em cada sistema de drgaos referido acima. Considerando uma concentragao
periddica de iodo no sangue que reflita um consumo diario de iodo, veja-se como rapida-
mente os valores de iodo na tiroide e resto do corpo convergem para valores constantes,

de cerca de 24% na tiroide e 2% no resto do corpo, como pode ser visto na FIGURA 3.

FIGURA 3. Solugao do modelo compartimental descrito pela equagZo (4) considerando os pardmetros que descrevem o
metabolismo do iodo no organismo.
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A importancia deste modelo deve-se ao facto de, como é sabido, o iodo ser fundamental
para o correto metabolismo da tiroide. Para além disso, is6topos radioativos do iodo sdo
usados, tanto em terapia como para imagem da tiroide em medicina.

Outro modelo compartimental com o0 mesmo numero de compartimentos, mas distribui-
dos de forma diferente, e bastante utilizado em farmacocinética, para o estudo e desenvol-
vimento de novos farmacos, é chamado de “modelo a trés compartimentos”4, e pode ser

representado através do seguinte esquema:

Injecao
k31 k1o
C, L 1 C, L ¥ C,
k13 o
kg
v

FIGURA 4. Tlustragao de um modelo a trés compartimentos usado em farmacocinética.

Na forma mais simplificada do modelo, assume-se que a administragdo do farmaco se faz
por injecdo, e portanto a incorporagdo no primeiro compartimento é imediata (ou seja, a
totalidade do farmaco, no instante ¢ = 0, no compartimento C'1). O compartimento C}
representa o plasma sanguineo, e os dois compartimentos Cy e C'3 s50 compartimentos
ditos “periféricos”, um representando um metabolismo lento do farmaco (tecido gordo) e o
outro, um rapido (tecido magro). As equacbes diferenciais sao:

| dcét(t) = — (k10 + k12 + k13) C1 (¢) + k21C2 (1) + ka1 C3 (1),

{ dcst(t) = k12C1 (t) = k21C2 (1) (5)
dC'

\ ;;t(t) = k13C1 (t) — k31C5 (t) .

Apesar do sistema de equac6es descrito em (4) ndo ter uma solucgao analitica, é possivel

fazer uma aproximagco ao valor da concentragdo do farmaco no plasma, C (t) :
C1 (t) =2 Ae™ + Be P + Ce™ )

O primeiro termo Ae ot representa a fase de distribuicdo do farmaco no organismo,
logo apos incorporagdo no plasma; o segundo termo Befﬁt representa a fase de elimina-
¢do em que o farmaco se encontra a ser eliminado do préprio plasma e tecido magro; e final-
mente o terceiro termo C'e ™" representa a fase terminal, em que o fA&rmaco se encontra a

ser eliminado muito lentamente pelo resquicio acumulado no tecido gordo do corpo.
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FIGURA 5. Concentragdo de um farmaco no plasma sanguineo de acordo com o modelo a trés compartimentos. Os valo-
res escolhidos sdo arbitrarios e apenas para ilustragao.

Na FIGURA 5 vemos um grafico da evolugdo da concentracdo de um farmaco com valores
escolhidos arbitrariamente apenas para ilustragdo. Este modelo permite compreender de
forma relativamente simples como um farmaco é absorvido e expelido pelo corpo, o que é

essencial para o estudo da sua aplicabilidade clinica.

APLICACOES EM EPIDEMIOLOGIA

1 - Modelo SIR e SIRS

Os modelos compartimentais tém uma enorme aplicabilidade em ciéncias bioldgicas. Mas
existe outra drea em que estes modelos tém ampla aplicagdo, que é a epidemiologia e o
estudo das populagoes®.

Para ilustragao, e agora que estamos familiarizados com os modelos compartimentais,
imaginemos o seguinte modelo para descrever a evolugdo de uma doenga infecciosa numa
determinada populagao:

A populagdo é dividida em compartimentos de acordo com o estado de cada elemento re-
lativamente & doenca - Os suscetiveis (.S) a contrair a doenca, os infetados (/) pela doenca,
e 0s que foram mortos ou recuperados da doencga (). Este modelo também é um modelo a
trés compartimentos, mas tem uma particularidade diferente dos restantes modelos referi-
dos acima. Neste modelo, a taxa de transferéncia do primeiro para o segundo compartimento
€ ndo so proporcional ao valor do primeiro, como também ao valor do segundo.

ST
AT ~1

INFETADOS - REMOVIDOS

FIGURA 6. Modelo epidémico Suscetiveis-Infetados-Removidos (SIR).

SUSCETIVEIS

De facto, ndo s6 quanto maior a percentagem de suscetiveis mais rapidamente os suscetiveis

contrairdo a doenca, como também quanto maior a percentagem de infetados mais rapida-
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mente os suscetiveis contrairdo a doenca. Desta forma, as equacdes diferenciais para este

modelo s3o:
(ds() _ B
7R —NS(t)I(t),
! dfdff) _ —%S(t)[(t) L) )
k d}jlt(w =11

E ainda uma quarta equacdo implicita que é S (t) + I (¢) + R (t) = N. Para além
disso, este modelo possui ainda duas constantes de proporcionalidade, 3, que é o nimero
de contactos que cada pessoa efetua por unidade de tempo (normalmente dias) no inicio
do surto, cg, multiplicada pela probabilidade de contagio em cada contacto no inicio do

surto, po; e que é normalmente denominada taxa de transmissao:
B = poco (8)

E ainda 7, que é a fracdo dos infetados que se recuperam ou morrem por unidade de
tempo, normalmente denominada por taxa de recuperagao ou remog3o.

A partir deste modelo, podemos ainda definir a seguinte quantidade:
Ry = B/, = pocoT )

que é o nimero médio de contactos de uma pessoa infetada por dia, multiplicada pela pro-
babilidade de contdgio num contacto, no inicio do surto multiplicada pelo tempo de infegdo
T = ’y_l caracteristico de cada doenca infeciosa. Este nimero representa o valor expecta-
vel de infegdes secunddrias provocadas por uma infegdo primaria, e € normalmente chamado
de nimero de reproducdo de base. A sua importancia prende-se com o facto de o seu valor
ajudar a compreender de uma forma simples como sera a evolugdo de uma determinada
doenca infeciosa: quando [y > 1 ocorrera um surto epidémico; quando Ry < 1 a doenca
ndo tera forcga suficiente para se espalhar, e acabara por desaparecer. A titulo de exemplo de
algumas doengas conhecidas, a gripe tem um I de cerca de 1, 0 sarampo um valor entre 12
e 1857, e estima-se que a atual epidemia de COVID-19 tenha um valor de R que possa che-
gar a cerca de 7, apesar da maioria dos estudos apontar para um valor mais proximo de 2-38.

Na FIGURA 7 é mostrado um exemplo da evolugdo da trajetéria de uma doenga infecciosa

com um Ry = 4 numa populagdo de 10 milhdes de habitantes.
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FIGURA 6. Evolugdo temporal de um modelo SIR de um surto epidémico com um Rg = 4 numa populagdo de 10 mi-
Lhdes de habitantes.

Ao fim de um determinado tempo, no caso especifico deste modelo, cerca de 100 dias,
quase toda a populagdo passou do estado suscetivel para o estado removido, e neste perio-
do, uma vasta percentagem da populagéo foi infetada, no caso do exemplo, cerca de 40%.

Para além do R podemos ainda definir o nimero de reprodugéo efetivo (Reff), que

representa o valor expectavel de infegdes secundarias provocadas por infetados a um ins-
tante ¢ apds o inicio do surto, ou seja Reff (t) = pcyT,emMque Pt representa a probabili-

dade de contdgio no instante t,e 7 = ’Y*l continua a ser o tempo de infegdo caracteristico
de cada doenga. Pela expressao percebemos que Reff (O) = Ry.

Quando o valor de Reff passa a ser inferior a 1, e o surto passa a entrar em fase decres-
cente. No final do surto epidémico, é possivel pensar que nem todos os suscetiveis adquiri-
ram imunidade (ou esta ndo é duradoura). Desta forma, os removidos tém a possibilidade de

serem reinfetados. E possivel introduzir isto na equagéo acrescentando um termo £ R (t) :

fasw _ s
7 _NS (t) (1) +ER(1)

O Sy - o)
dR (1)

=~1(t) —ER(T
| S = (- ¢R ()
Que representa uma taxa de transferéncia dos removidos para os suscetiveis de contrai-
rem novamente a doenca. Este tipo de modelos é conhecido como SIRS (Suscetiveis-Infe-
tados-Removidos-suscetiveis) e permite modelar surtos epidémicos em que a imunizagao

nao esta garantida.
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i o ~ IF

SUSCETIVEIS i INFETADOS ' REMOVIDOS

FIGURA 7. Modelo epidemioldgico Suscetiveis-Infetados-Removidos-Suscetiveis (SIRS).

Introduzindo este parametro no modelo da figura 6 obtemos:

FIGURA 8. 0 mesmo modelo, mas considerando inexisténcia de imunidade (SIRS).

Pode-se observar que, para além de um primeiro surto com um pico pronunciado, tere-
mos uma segunda e até uma terceira vaga que, no entanto, terdo sempre uma forga inferior

a do primeiro surto.

2 - Modelo SEIR e SEIRS

E sabido que as doengas infeciosas possuem um tempo de incubagdo que pode durar de
um até varios dias (como a gripe), ou mesmo semanas (como a tuberculose), ou ainda
meses ou anos. Durante este periodo, o individuo encontra-se infetado, mas ainda n&o esta
contagioso. De forma a levar isto em consideracio, existem os modelos do tipo SEIR (Sus-
cetiveis-Expostos-Infetados-Removidos), ou ainda SEIRS(Suscetiveis-Expostos-Infeta-

dos-Removidos-Suscetiveis) quando queremos considerar que nio é adquirida imunidade.

FIGURA 9. Esquema de um modelo SEIRS ou SEIR (sem a transferéncia ¢R).

Nestes modelos é acrescentado um compartimento “Expostos” que considera o descrito

acima. O valorde o 1 éo tempo de incubacgdo da doenga. As equagdes sao, portanto:
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(dS(t) B

=S I +ER (1)
dE®) _ _Bomyim —oB(t

dIdt N B 1) W (11)
Céﬂ:aE(t)—WI(t)

\‘”Zt(”:wt)—w(t)

Como o tempo incubagdo do agente infecioso atrasa o inicio do periodo de contéagio, o
pico de infetados vai ocorrer um pouco mais tarde que num modelo SIR. No entanto, como
mais nenhum pardmetro é alterado, o pico de infetados tem a mesma forma, e as consi-
deracdes feitas para os modelos SEIR sdo as mesmas que as descritas para os modelos
SIR acima.

Este modelo é bastante mais realista que o SIR em especial para patégenos com pe-
riodos de incubacao relativamente elevado. Uma solugdo grafica para um modelo SEIRS,
usando os mesmos parametros utilizados para modelo como descritos nas figuras dos
graficos apresentado na FIGURA 9.

FIGURA 10. Evolugao temporal de um modelo SEIRS de um surto epidémico com um R = 4 numa populagéo de 10
milhdes de habitantes.

3 — Outros modelos

Na verdade, os surtos epidémicos podem possuir caracteristicas ndo previstas nos
dois tipos de modelos anteriores. Por exemplo, é sabido que muitos surtos epidémi-
cos incluem individuos assintomaticos que sdao também contagiosos, ou seja, capa-
zes de transmitir a doenca aos suscetiveis. Ainda, pode ser conveniente incluir no
modelo compartimentos que sejam capazes de modelar a evolugdo de casos hos-
pitalizados ou mesmo fazer a distingdo entre mortos e recuperados nos removidos.
Podemos ainda querer, por exemplo modelar a existéncia de um grupo de pessoas

gue foi posta em quarentena, tanto de forma preventiva, como apds se tornarem
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contagiosos. Surgem assim varios outros tipos de modelos, dos quais deixamos aqui
alguns exemplos®:

- Modelos do tipo SEIR-QD (Suscetiveis-Expostos-Infetados-Removidos-Qua-
rentenados-Mortos (Deceised do inglés). Neste modelo sdo considerados dois com-
partimentos extra, em que os infetados sdo colocados em quarentena com uma deter-

minada taxa temporal.

FIGURA 11. Esquema de um modelo do tipo SEIR-QD.

- Modelos do tipo SEIR-AH'° (Susceptiveis-Expostos-Infetados-Removidos-Assin-
tomaticos-Hospitalizados). Neste modelo, considera-se a existéncia de um quadro assin-
tomatico, em que os individuos neste compartimento ndo apresentam nenhum sintoma,
porém sdo contagiosos, i.e. capazes de transmitir a doenga. Considera-se também a exis-

téncia de um compartimento que represente os hospitalizados

FIGURA 12. Esquema de um modelo do tipo SEIR-AH.

Entre muitas outras variagoes, dependendo do tipo de surto que estiver a ser estudado,
assim como do grau de especificidade com que se quer conseguir a modelagio. Muitas
vezes a escolha do modelo vai depender do tipo de observaveis que podem ser obtidas.
No caso dos SEIR-AH por exemplo, a existéncia de hospitalizados permite melhor inferir
sobre os pardmetros do modelo, dado que, em conjunto com os dados sobre o nimero de

mortos, sdo os dados mais fidveis de um surto epidémico.

4 - Limitagoes dos modelos compartimentais em epidemiologia

Os modelos do tipo compartimental sdo deterministicos, o que significa que dadas as con-
digdes iniciais, o modelo ird sempre fornecer os mesmos resultados. Isto vai contra a na-
tureza estocastica de uma epidemia, em que as probabilidades jogam um papel essencial.
Para além disso, estes modelos analisam a evolugdo dos diferentes compartimentos como
um todo, ndo permitindo inferir sobre epifendmenos mais localizados no &mbito do surto
(por exemplo, uma cidade pode ser mais afetada que outra, ou haver focos diferentes den-

tro da mesma cidade).
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Para além disso, estes modelos precisam de ser ajustados aos dados existentes, o que
faz com que quanto mais complexo for o modelo maior as incertezas no ajuste. Isto pode
levar a enormes sub ou sobrestimativas dos numeros da epidemia.

Para contornar estes problemas, existem modelos estocasticos para a modelagdo de

epidemias, muitos baseados em Cadeias Markovianas e métodos de Monte Carlo'!.

Conclusodes

Os modelos compartimentais sdo modelos matematicos versateis e de relativa simplici-
dade que permitem compreender de forma expedita a evolugdo temporal de uma série de
conceitos de aplicagdo em indmeras areas do conhecimento, como as ciéncias biomédicas,
a epidemiologia, a dindmica das populacoes, e a informatica. No caso da pandemia causada
pelo virus infecioso SARS-CoV-2, ndo deixa de ser interessante verificar que os modelos
compartimentais vém ao auxilio de duas ciéncias fundamentais para o combate a esta
epidemia: a farmacocinética, e os modelos epidémicos. E por vezes dificil encontrar biblio-
grafia sobre os fundamentos matematicos e cientificos por tras destes modelos. Neste
artigo procuramos dar uma visdo geral do que sdo estes modelos, e das diversas areas de
aplicac3o, apesar de termos plena consciéncia que o leque de aplicagdes nio se reduz ao

que aqui foi exposto.
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