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A 9

Gradiente,
divergéncia e
rotacional

Eduardo Lage

Universidade do Porto

No estudo de campos, sejam eles escalares, vetoriais ou genericamente tensoriais, sur-
gem inevitavelmente determinadas operacoes diferenciais que ndo sé integram as pro-
prias equacdes fundamentais a que esses campos obedecem, como também permitem
definir diversas grandezas de grande importancia para a analise desses mesmos cam-
pos. Lembremos, por exemplo, as equacoes de Maxwell que regem o comportamento
do campo eletromagnético: nelas aparecem, logo no inicio da sua aprendizagem, as no-
coes de gradiente do potencial elétrico e a divergéncia e rotacional dos campos elétrico
e magnético. 0 mesmo se passa na dinamica dos fluidos, na teoria da elasticidade, na

propagacao do calor, etc..

Neste trabalho sdo apresentadas as definigoes de gradiente, divergéncia e rotacional e sdo
deduzidas as propriedades mais importantes destas operagdes. No que se segue, consi-
deramos um sistema triretangular de eixos cartesianos onde se definem as coordenadas (
T1,T2,X3) e 0sversores e_f, e_2>. e_3> associados, formando uma base ortonormada e dire-
ta. Esta notagdo mais simétrica tem grandes vantagens em relagdo a mais habitual notacdo

(x,y, z), mas é totalmente equivalente.

Gradiente

Esta operacgao generaliza a nogao de derivada a fungdes definidas no espacgo tridimensional.
Designemos por f (:cl, X9, 133) um campo! escalar de que sdo exemplos os campos de
temperatura, pressao, potencial elétrico, etc.. Partindo de um ponto P de coordenadas
(21, x2, x3), consideramos um pequeno passo 07 = (dx1, dz2,023) que noslevaaum
outro ponto () que tem, pois, coordenadas (x1 + 0x1, 2 + dxo, x3 + dx3) (FIGURA ).
O gradiente da fungdo, em P, que notamos por grad f, é um vetor definido por:

gradf - 67 = f (x1 + dx1,x9 + dx2, 23 + dx3) — f (21,22, 23) (1)
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FIGURA 1. O gradiente de um fungé&o.

Facilmente encontramos as componentes cartesianas deste vetor. Com efeito, para um

passo apenas na direcdo 1, i.e., 7 = €101, obtemos, pela equagio anterior:

(gradf),, 81 = f (o1 + 1,22, = f (21,22,23) = 5
Assim:
(gradf),, = (ffl
Do mesmo modo se obtém as outras componentes. Ent3o:
gradf = 51551 + é'gaa;; + e_égai 2)

Algumas importantes propriedades do gradiente decorrem da sua defini¢cdo. Assim:

.« Op~ Op-
] VP=%§+_5' __’.'3

& 8zk

i
»

FIGURA 2. O gradiente da press&o é normal as isobaricas.
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a) Consideremos a superficie f (3;1, x9, a:3) = (' = constante, passando por P. Par-
tindo deste ponto e para qualquer passo infinitesimal 07 tangente & superficie, o ponto
final () também se situa na superficie pelo que o valor da fungdo é o mesmo. E, pois, nulo
0 22 membro da eq. (1); entdo, 0 1° membro da mesma equacgio, sendo nulo, significa que
gradf é normal & superficie (ou é nulo). A FIGURA 2 exibe esta propriedade para um campo
de pressées, onde P1 < P2 < Ps,

b) Imaginemos, agora, uma outra superficie muito préxima da anterior, definida por
f(z1,22,23) = C + 6C,com 6C > 0. As duas superficies obviamente néo se intersec-
tam. A perpendicular & primeira superficie em P intersecta a segunda superficie num ponto
Q (FIGURA 3). Usando 07" = Pﬁ na eq. (1), resulta gradf - 67 = dC'. Mas quer 07", quer
gradf sdo normais a superficie e como dC' > 0, segue-se que aqueles vetores tém o mesmo
sentido. Obtemos, assim, a distancia entre as duas superficies, medida a partir de P:
=

|gradf |

superficies muito proximas.

. Esta relagdo é muitas vezes usada para determinar a distancia entre duas

gradf
Q f=C+4C
OF

P foc

FIGURA 3. O gradiente determina a distancia entre superficies préximas.

c) Na eq. (2), a funcdo f é qualquer, o que nos leva a definir o operador nabla (V) em

coordenadas cartesianas:

3
0

V=) & —

K2
Aplicando nabla qualquer fungdo, obtemos o seu gradiente:

Vf = gradf 4)

d) Em coordenadas cilindricas (FIGURA 4), a posicdo do mesmo ponto P é especificada por:
T - a distdncia ao eixo T3

¢ - azimute, 4ngulo do plano 2123 com o plano contendo P e o eixo T3

Z - cota, coincidente com 3
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FIGURA 4. Coordenadas cilindricas.

Associamos ao ponto P uma base local, ortonormado, definida pelos versores:
€, - perpendicular ao eixo 3, com o sentido do crescimento de
é’¢ - perpendicular ao plano definido por P e o eixo 23, com o sentido do crescimento de ¢

€, - versor do eixo 2, com o sentido do crescimento de 2

A relacao destas coordenadas com as coordenadas cartesianas encontra-se sem difi-

culdade:
T1 = rcoso €, = cospe] + senges
To = rsene €r = —Sengel + cospes
T3 =2z €, = ¢e3

Um passo infinitesimal 07" tem componentes que se deduzem da FIGURA 4:
0T = 0ré, + rigey + 0z€,

Os trés termos no segundo membro definem um “paralelepipedo” curvo, representado

na mesma figura, de onde se obtém o elemento de volume em coordenadas cilindricas:
dV = drrdodz )
Usando a eq. (1) adaptada as novas coordenadas, tem-se:

gradf - 67 = f (r+6r,¢ +0¢,z+06z) — f(r, ¢, 2)

Procedendo como antes, obtemos:

Lor o o
gradf—erar +e¢ra¢+€zaz (6)

Donde resulta a expressao do operador nabla em coordenadas cilindricas:
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Deve, aqui, notar-se que as derivadas sdo aplicadas antes dos versores, para evitar con-
fusdes: alguns versores dependem, também, das coordenadas.

e) Em coordenadas esféricas (FIGURA 5), a posigdo do mesmo ponto P é definida por:

T - distancia a origem

@ - co-latitude, 4ngulo de abertura do cone, com eixo 3 e contendo P

¢ - longitude, angulo do plano 123 com o plano contendo P e o eixo T3

Associado ao ponto P, definimos uma base local, ortonormada, com versores (FIGURA 5):
€, - com a direcdo da semi-reta que une a origem a P e sentido do crescimento de 7

€p - tangente ao meridiano passado por P e sentido do crescimento de ¢

é'¢ - tangente ao paralelo passando por P e sentido do crescimento de ¢

FIGURA 5. Coordenadas esféricas.

A relacgado destas coordenadas com as cartesianas obtem-se da FIGURA 3:

r1 = rsenfcosp e, = senfcospe| + senfsengdes + cosbeés
To = rsenflsend €y = cosbcospe] + cosbsenpes — senbes
T3 = rcost €y = —senge| + cospes

Um passo infinitesimal 67 com origem em P tem componentes:

0T = dré, + rofey + rsenbdpey,

Assim, usando a eq. (1) adaptada as coordenadas esféricas:
gradf - o' = f(r+0r,0 + 0,6+ 06¢) — f (r,0,¢)

obtemos, procedendo como antes:

LOf  10f L 1 0 @

gradf = &5 or +é 89 rsen@ rsen d¢

Daqui deduzimos a expressao do operador nabla em coordenadas esféricas:

o 1o , 1 0

V= 6’"5 + 69;% + %rsenQOTb
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Deve, de novo, ser real¢cado que as derivadas sdo aplicadas antes dos versores, para

evitar confusdes: alguns versores dependem, também, das coordenadas.

Divergéncia

Comecgamos por recordar, sem demonstracao, o teorema de Gauss na sua forma mais ge-
ral. Consideremos um dominio D limitado por uma superficie fechada >, em cada ponto
da qual se pode definir o vetor unitario da normal 7 dirigido para o exterior do dominio.
Seja f (:L’l, x9, 1’3) uma qualquer fungao, continua e derivavel, definida no dominio e na

superficie.
O teorema de Gauss 5stabelece a seguinte identidade:
dV—f = / ds fny k=1,2,3 (10)
JD Tk I3

Trata-se, pois, de uma generalizagdo da conhecida integragao por partes. Como a fungao
é arbitraria, identifiquemo-la com a componente u; (xl, T2, acg) de um campo vetorial;
tem-se:

/ dvg;‘j :/ dSu;mny, G k=123 (11)
D k Z

Como caso particular, fagamos k = j e somemos sobre k, obtendo-se:

/ dV divii = / dS7 - i (12)
D >
onde:
3
divi =S~ " _v . g (13)
1 (%ck

é, por definicdo, a divergéncia do campo vetorial i nas coordenadas cartesianas aqui
usadas. A Ultima expressdo acima faz uso do operador nabla naquelas coordenadas (ver
eq. (3)). 0 segundo membro na eq. (12) é o fluxo de # através da superficie 2. Divergéncia
e fluxo estao, pois, relacionados, como bem se percebe na FIGURA 6; ambos sdo de grande
importancia em Fisica, recordando-se, aqui, como exemplos, o fluxo ndo nulo de um campo
elétrico relacionado com a presenca de cargas no interior do dominio, o fluxo sempre nulo
do campo magnético, para qualquer superficie fechada, indicando que ndo existem cargas
magnéticas, ou o fluxo de massa através da superficie que se relaciona com a diminuig&o
de massa, na unidade de tempo, no interior do dominio, originando a equac&o da continui-

dade em fluidos.
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FIGURA 6. Divergéncia de um campo de vetores.

Usaremos, agora, a eq. (12) para obter a expressao da divergéncia nas coordenadas

curvilineas ja atras definidas.

a) Coordenadas cilindricas

Consideremos o ponto P de coordenadas 7, ¢, Z que sera o centro do “paralelepipedo”
infinitesimal representado na FIGURA 4. Na tabela abaixo, identificamos cada face pelo va-
lor da coordenada que nela permanece fixa, o respetivo versor da normal (exterior), a sua
area e a contribuigdo para o fluxo:

Somando os fluxos, obtemos o segundo membro da eq. (12):

0 0 Ou,
fluxo = o (ru,) + 5:;) + "5 “ drdedz
0 volume do paralelepipedo é:
dV = rdrd¢dz (14)

Usando a eq. (12), obtemos a expressao da divergéncia em coordenadas cilindricas:

divti = lg (ruy) + — L %ﬁb 8u¢,

(15)
ror
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b) Coordenadas esféricas

Consideremos o ponto P de coordenadas 7, #, ¢ que sera o centro do paralelepipedo
infinitesimal representado na FIGURA 5 Na tabela abaixo, identificamos cada face pelo va-
lor da coordenada que nela permanece fixa, o respetivo versor da normal (exterior), a sua

area e a contribuicdo para o fluxo:

Somando os fluxos, obtemos o segundo membro da eq. (12):

 (ruy) 0 (senfuy) Oug
fluxo= | [ ———"/2
luxo [( 5 ) senf +r 70 +r 90 drdfdeo

0 volume do paralelepipedo é:

dV = r?senfdrdfdeo (16)

Usando a eq. (12), obtemos a expressio da divergéncia em coordenadas esféricas:

1 0 1

: L (sentug) + —
rsenf g O T send 6¢u¢

L 0
divt = 25 (T2ur) +

17)
c) O laplaciano de uma func3o é a divergéncia do seu gradiente. Este importante opera-

dor intervém na equacéao de Poisson em eletromagnetismo, nas equagdes de propagagao

de ondas, na mecanica quantica, etc.. As suas expressoes nos trés sistemas de coordena-

das que vimos considerando, obtém-se diretamente dos resultados anteriores:

O f O*f O%f

Af = coordenadas cartesianas
! Ox? * Ox2 * 0x3
Af L9 of + L —an + —an coordenadas cilindricas (18)
R s il ilindri
ror \' Or r20¢% = 022

10 of 1 0 of 1 0%*f -
Af= (22 - == —— < coordenadas esféricas
! r2 or <T 87’) r2senf 09 <sen 80) T 2 sen®0 0¢?

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927//rce2020.029 | junho de 2020 8


http://doi.org/10.24927/rce2020.029

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Rotacional

O rotacional de um campo vetorial é outro importante conceito que esta associado com a
circulagdo do vetor ao longo de uma linha fechada. A associacio é estabelecida pelo teo-
rema de Stokes, aqui recordado sem demonstragao.

Consideremos uma linha fechada I" onde arbitramos um sentido de circulacao; seja -
uma superficie aberta que se apoia nessa linha. Em cada ponto da superficie definimos o
versor da normal, 7, com um sentido determinado pelo sentido da circulacdo pela regra
do saca-rolhas (FIGURA 7). O teorema de Stokes afirma:

55 dl- it = / dSii - rotii (19)
JT J

Aqui, o primeiro membro é a circulagao, ao longo da linha, do campo vetorial i@, sendo
df um vetor infinitesimal com o sentido escolhido para a circulagdo e grandeza igual ao
elemento de comprimento. Quanto ao segundo membro, ele serd aqui considerado como
definindo o rotacional do campo de vetores. Mostraremos adiante que a escolha da super-
ficie 2 é irrelevante: qualquer uma serve desde que se apoie na linha.

FIGURA 7. Circulagdo sobre linha fechada e superficie aberta que nela se apoia.
O rotacional intervém em varios dominios da Fisica: na lei de Faraday-Maxwell traduzin-
do a indugdo electromagnética ou na dinamica de fluidos (FIGURA 8) onde descreve movi-

mentos turbilhonares. Esta associado com a ideia de uma rotacédo do campo que, em geral,

€ ndo uniforme.

FIGURA 8. Turbilhdes num fluido como exemplo do rotacional do campo de velocidades.
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Comecgaremos por mostrar a identidade:

div (roti) = 0 (20)

Para isso, consideramos um pequeno paralelepipedo centrado no ponto P. Usando o
teorema de Gauss, tem-se:

/dVdiv (rotii) = /dSﬁ - rotu

No primeiro membro, o integral tem por dominio o interior do paralelepipedo; no se-
gundo membro, o integral estende-se as seis faces que limitam o dominio e, em cada
uma delas, o versor da normal aponta para o exterior do dominio (FIGURA 9). Ora, pela
eg. (19), o fluxo do rotacional em cada face converte-se na circulagdo do campo ao longo
dos lados do retangulo que limita a face, com o sentido da circulagdo determinado pelo
sentido da normal. Deste modo, em cada aresta do paralelepipedo, a circulagdo faz-se
em sentidos opostos para as duas faces que partilham a aresta, anulando-se mutuamen-
te. Assim, é nulo o segundo membro da equacéao anterior, sendo, entdo, nulo o primeiro
membro. Como o paralelepipedo é arbitrario, este anulamento implica o resultado que

se pretendia mostrar.

FIGURA 9. Normais exteriores e sentidos de circulagao nas faces do paralelepipedo.

Imagine-se, agora, uma outra superficie aberta P que se apoie sobre a mesma linha
fechada I', em cada ponto da qual o versor da normal 7’ tem o sentido estabelecido
pela circulacio escolhida na linha (FIGURA 10). As duas superficies limitam um dominio
fechado. Usando o teorema de Gauss com div (roti) = 0 , concluimos que o fluxo de
roti para o exterior daquelas superficies. Mas se, por exemplo, o versor 7 é exterior

ao dominio na superficie 3, entdo é —ii’ o versor exterior para a superficie Y, isto é:
/ dST - roti + / as’ (—fi’) ~rotid =0
Jx Jxr

Assim, o fluxo do rotacional através das duas superficies € o mesmo, pelo que a esco-

Lha da superficie que se apoia em I eq. (19) é irrelevante.
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FIGURA 10. Duas superficies abertas apoiando-se na mesma curva fechada.

Regressando a eq. (19), consideremos o caso particular i — gradf - 0 primeiro mem-

bro daquela equacao fica: 55 df. gradf = 0 porque a funcdo regressa ao seu valor

r
inicial. Entdo, como a linha é arbitraria, obtemos uma importante conclusao:

rot (gradf) =0 (21)

a) Coordenadas cartesianas

Imaginemos um retangulo infinitesimal centrado em P, de coordenadas (:131, T2, xg)
e lados paralelos aos eixos 1 e 2 com dimensdes 0x1e 0xo respetivamente. Escolha-
mos o sentido de circulagdo no retadngulo de modo que o versor da normal ao seu plano é
€3. A tabela abaixo indica as contribui¢des de cada lado para o primeiro membro da eq.
(19): a primeira coluna identifica o lado pelo valor da coordenada que permanece fixa e a
segunda coluna refere o valor de 1 - df.

Somando as contribuigdes, obtemos para o primeiro membro na eq. (19) o resultado:

8uQ 6u1
(({m — (3,%2) (5.1'1(55C2

Quanto ao segundo membro da mesma equago, fica (7oti)4 0102, Assim:

. Ous  Ouq
(T'Otu)3 = 87[1:‘1 — 87(1}2
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Procedendo do mesmo modo para os outros planos coordenados, obtemos as outras

componentes cartesianas do rotacional:

(rott), = Ous _ Ouz
L 81'2 81‘3

— 8u1 8U3

i)y = — — —
(T’O u)2 81'3 81‘1

Estes resultados podem ser obtidos desenvolvendo o seguinte determinante segundo

a primeira linha:
9 | -
905 | = VAU (22)

Aqui, a ultima expresséao resulta da expressao de nabla em coordenadas cartesianas,
eq. (3). E imediato verificar as identidades atras obtidas, egs. (20) e (21).

E, também, facil concluir que o rotacional de um campo de vetores é um pseudovetor?,
notando, por exemplo, que sob invers3o de coordenadas quer as componentes de U
quer as derivadas em nabla trocam de sinal, pelo que as componentes do rotacional ndo
trocam de sinal.

Um exemplo interessante consiste em considerar o campo de velocidades de um sélido
rigido:

V=09 +IOANT

Aqui, 7 é independente das coordenadas, tal como o vetor velocidade de rotagéo ins-

tantanea, W. Um célculo simples mostra que 70tU = 24, o que bem traduz estar o

rotacional relacionado com uma rotagao.

b) Coordenadas cilindricas

0 mesmo ponto P tem, agora, coordenadas (7“, o, Z) Consideramo-lo como centro
de trés “retangulos” curvos infinitesimais, cada um definido por uma coordenada fixa
e as outras sofrendo acréscimos iguais e de sinais contrarios as respectivas coordena-
das de P. Em cada retangulo o sentido de circulagdo é determinado de maneira a que
o versor da normal ao retdngulo coincida com o versor da base local associado com a
coordenada fixa. Na tabela abaixo, a 12 coluna identifica a coordenada fixa, a 22 coluna
indica o versor da normal, a 32 coluna define cada um dos lados do retangulo pelo valor
da outra coordenada constante e a 42 coluna mostra a contribuigao para a circulagéo do

lado considerado.

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927//rce2020.029 | junho de 2020 12


http://doi.org/10.24927/rce2020.029

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Aplicando, agora, a eq. (19) a cada um dos retangulos, obtemos as componentes cilindri-

cas do rotacional indicadas na ultima coluna da seguinte tabela:

Estas trés componentes podem ser formalmente obtidas desenvolvendo o seguinte

determinante a partir da primeira linha:

1

€ reéy €,

Yo
@

&
@
I

roti = —
r

c) Coordenadas esféricas

13
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0 mesmo ponto P tem, agora, coordenadas (7’, 0, (Z)) Consideramo-lo como centro
de trés “retangulos” curvos infinitesimais, cada um definido por uma coordenada fixa
e as outras sofrendo acréscimos iguais e de sinais contrarios as respectivas coordena-
das de . Em cada retangulo o sentido de circulacdo é determinado de maneira a que
o versor da normal ao retadngulo coincida com o versor da base local associado com a
coordenada fixa. Na tabela abaixo, a 12 coluna identifica a coordenada fixa, a 22 coluna
indica o versor da normal, a 32 coluna define cada um dos lados do retangulo pelo valor
da outra coordenada constante e a 42 coluna mostra a contribuigdo para a circulagao do
lado considerado.

Aplicando, agora, a eq. (19) a cada um dos retangulos, obtemos as componentes esfé-

ricas do rotacional indicadas na ultima coluna da seguinte tabela:

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927//rce2020.029 | junho de 2020 14
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Estas trés componentes podem ser formalmente obtidas desenvolvendo o seguinte
determinante a partir da primeira linha:
€ 1€ rsendey

~ 1 o 0 0
roti = ——— |5: 3 9% (24)

ur Tug rsenbug

d) Laplaciano de um campo vetorial
Por definigdo, o Laplaciano de um campo vetorial é.

At = grad (divii) — rot (rotd) (25)
Apenas em coordenadas cartesianas esta expressao fica simplificada:
3
Aii =" (Auy) & (26)
k—1

Nas outras coordenadas, teremos de usar a eq. (25) e os resultados antes obtidos para

os operadores nelas intervenientes. Prescindimos de escrever aqui as expressoes finais.
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