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A Geometria da
Regressao Linear

Carlos Gomes
Escola Secundaria de Amarante

A regressio linear é um tema normalmente explorado (nas escolas) com recurso a uma
calculadora cientifica grafica ou software da moda (GeoGebra ou Desmos, por exemplo),
ficando os estudantes com a tarefa aborrecida de introduzir nGmeros em listas e obter
como recompensa uma equacao que utilizam para fazer previsoes num dado contexto. O
que aqui se trata é de mostrar o grande valor didatico deste problema, mobilizando co-
nhecimentos que os alunos detém para aclarar, do ponto de vista geométrico, o que esta

em causa em todo este processo que decorre nos “bastidores” da tecnologia.

A geometria do problema
O problema que consiste na determinagao da reta que melhor se ajusta a uma dada nu-

vem de n pontos (z;, ;) é tradicionalmente tratado como o problema de encontrar os
n

pardmetros a e b da equagdo y = ax + b que minimizam a soma S = E d?, em
=1
que os d; sdo as diferencas entre os valores observados e os valores do modelo, isto &,

di =vy; —ax —b.

Sejam (x1,y1), (m,yz),..., (xn,yn) os dados observados (nuvem de pontos na
FIGURA 1). Para a determinacdo do pardmetro a (declive da reta), seria “simpéatico” que a
nuvem tivesse o seu centro de massa na origem do referencial, isto &, no ponto de coor-
denadas (0; 0). Isto porque libertar-nos-iamos do parametro b da equacdo da reta, o que
parece reduzir a dificuldade do problema, pois, nesta condigdes, 0 modelo associado a reta
de regressao seria Y = ax. Para fazer com que o centro de massa da nuvem se desloque
para a origem, é suficiente efetuarmos uma translacio de toda a nuvem de pontos segundo
o vetor (—E, —gj) , 0U seja, basta subtrairmos o centro de massa (:i‘, 3]) a todos os pontos
da nuvem. Obtém-se assim uma nova nuvem de pontos da forma (z; — Z,y; — ¥) cujo
centro de massa ¢ (0; 0).

Fazendo x; — ¥ = x; e y; — Yy = ¥;, @ nuvem sobre a qual o trabalho prossegue sera
(5%, ?]Z) com ¢ = 1,2, ..., n, cuja reta de regressdo tem o mesmo declive que a reta de

regressao da nuvem original, em consequéncia da translagao efetuada.
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FIGURA 1. Translag&o da nuvem de pontos.

A nova nuvem é constituida por pontos da forma (:EZ-, g]l) e os pontos da forma
(Z4,a%;),i=1,2,...,n, sdo os pontos sobre a reta §j = a., que coincidiriam com os
primeiros caso a correlagao fosse perfeita. Os 1 vetores U = (i‘i, afvi) determinados
por estes pontos sao colineares. Mas aqui, uma mudanga de dimensao vai tornar o traba-
Lho mais simples: em vez de considerarmos estes n vetores de dimensao 2, utilizamos os

dados organizados em vetores de dimensao n:

— (5:175:27 a‘%n) )

.l oS

= (ail, a.fz, ceny a:ﬁn) s
e

U = (ylvy% >yn) .
Os vetores ¢ e J sdo colineares:

j = (ai:l, ai‘z, ceey ai:n)
=a (129, ...,Tn) Q)
= ai.
Para além do mais, o escalar a em (1) é precisamente o declive da reta procurada!
Assim, determinar a sera equivalente a determinar (algo sobre) J, agora num espaco de

dimensao n, (veja-se o apéndice da versao eletrdnica para clarificagdo deste ponto).

=y

v

Sy
!

FIGURA 2. Vetores num espaco de dimensao n.
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Repare-se que 4 — j = (§1 — aZ1, ..., Jn — aZy) ndo é mais do que o vetor dos re-
siduos, isto &, o vetor cujas componentes sdo as diferencas entre os dados observados e os

dados tedricos da nova nuvem. Ora, o que se pretende é que a norma (ou distancia) ’ﬂ' -7
seja minima. Isto s6 acontecera se i — ; for normala 4 (como sugere a FIGURA 2). Para
que tal acontega, J tem de ser a projecdo de 7 sobre ; .Logo, o produto escalar de i — j
com 7 tem de ser nulo, retirando-se desta condigdo o valor do multiplicador a, declive da

reta de regressao:

Depois de se calcular a através de (2), a determinacdo do pardmetro b é um simples
exercicio: dado que (Z, g) pertence a reta procurada, ele tera de satisfazer a condigao

y = ax + b.Daquiseretiraque b = y — az.

Exemplos de aplicacao

Exemplo 1

Vejamos a aplicacdo destes resultados a um exercicio tipico de um manual escolar.
Existiré alguma relacdo entre a temperatura e a quantidade de chuva que cai em

Amarante? Para responder a esta pergunta vamos comparar num grdfico de correla-

cdo as temperaturas médias (°C) dos vdrios meses do ano com a pluviosidade média

(mm).

TABELA 1. Valores de temperatura e pluviosidade; a esquerda, dados originais, a direira dados transladados.

Temperatura Pluviosidade Temperatura (;) Pluviosidade ()
11.3 122 -5.3417 57.0833
12.0 108 -4.6417 43.0833
13.5 101 -3.1417 36.0833
15.2 54 -1.4417 -10.917
17.6 44 0.9583 -20.9167
20.0 22 3.3583 -42.9167
22.2 4 5.5583 -60.9167
225 6 5.8583 -58.9167
21.3 29 4.6583 -35.9167
18.3 80 1.6583 15.08333
14.2 102 -2.4417 37.08333
11.6 107 -5.0417 42.08333
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Neste exemplo, a tabela da esquerda é dada e a da direita foi calculada por nds. O cen-
tréide da nuvem de pontos é (Z, ) = (16.6417,64.9167). Os vetores i e i sdo as
colunas da tabela da direita, depois de efetuada a translagdo da nuvem original: sdo veto-
res num espago de dimensao 12.

De acordo com as conclusoes da seccdo anterior, os parametros da equacao da reta de
regressdo y = ax + b podem ser calculados do seguinte modo:

U1
a= 2

-

7

 —1895.4583
~195.2692
~ —9.7069,
b=y —ax
~ 64.9167 + 9.7069 x 16.6417
~ 226.4557.

Assim, y = —9.7069x + 226.4557 sera a equacdo da reta de regressdo e, com ela,

podemos fazer estimativas no contexto do problema.

FIGURA 3. Retas de ajuste a dados de temperatura e pluviosidade.

Note-se que o produto escalar de dois vectores de dimens&o 7@ ndo é mais do que a soma
dos produtos das correspondentes componentes desses vectores (uma generalizag&o do
que se faz para n = 2 ou n = 3, na disciplina de Matematica A no Ensino Secundario), ou
seja,se @ = (a1,ay,...,ap) e b = (b1,b2, ..., by),

n
6-5:(11><b1—|—a2xb2+---+anxbn:Zaixbi
=1

Também a norma de um vector de dimens&o 72 é uma generalizagdo da norma de vetores
em 2 e 3 dimensoes, isto &,
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@]l = Va2 +ax® + -

assim, no presente exemplo, 17 - i corresponde a efectuar a soma dos produtos dos ele-
mentos correspondentes de cada linha da tabela da direita.

Exemplo 2

Neste exemplo, aplicaremos os conceitos anteriores a construgdo de um modelo li-
near do nimero de infetados pelo novo coronavirus em funcdo do tempo decorrido no
periodo de 8 a 31 de maio. Aqui, o centro de massa é dado pelas coordenadas do ponto
(z,7) = (11.5,29648.583) e os vetores i e i habitam um espago de dimensao 24
(colunas da tabela da direita).

TABELA 2. Total de infectados em fung&o dos dias; a esquerda dados originais; a direita dados transladados.

N? de dias N2 de infetados N2 de dias Z N2 de infetados U
67 27268 -11.5 -2380.583
68 27406 -10.5 -2242.583
69 27581 -9.5 -2067.583
70 27679 -8.5 -1969.583
71 27913 -75 -1735.583
87 31596 8.5 1947.417
88 31946 9.5 2297.417
89 32203 10.5 2554.417
90 32500 115 2851.417

0 produto escalar é 7 - i ~ 261980 (soma dos produtos dos elementos de cada linha

da tabela de baixo). O quadrado da norma do vetor 7 (quadranciade i) ¢ ||i[|* = 1150 .

FIGURA 4. Anélise de dados de infetados com modelo linear.
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261980

1150
¢ao da reta mostrada na figura acima.

Assim, com a = ~ 227.809 e b = § — aZ ~ 11765.601, obtemos a equa-

O leitor pode criar uma ligdo no Geogebra Classroom com este exemplo, seguindo para

https://www.geogebra.org/m/ncpffvne.

Coeficiente de correlacao linear
0 coeficiente de correlagdo é uma medida que pretende determinar o grau de alinhamento
dos dados. Sobre ele costumam ser colocadas duas questdes:

- Por que razéo varia no intervalo [—1,1]?

- Por que razdo a correlagdo entre as varidveis é tanto mais forte quanto mais préximo
de —1 ou de 1 se encontra o coeficiente? NGo seria razodvel pensarmos que quanto mais
proximo de zero mais forte serd a correlagdo, uma vez que ele mede o grau de proximidade

dos dados em relacdo a reta?!

Repare-se que o coeficiente de correlagdo, sendo uma medida do alinhamento dos dados,
deve estar relacionado com o “grau de colinearidade” entre os vetores Ue i , referentes aos
dados transladados (note que a correlagio ndo depende da nuvem que se considera, uma vez
que a operagdo de translagdo efetuada a nuvem inicial garante a manutengao das relagdes
entre os dados observados e os tedricos). E uma forma natural de medir este “grau de coli-
nearidade” é estudando o 4ngulo 8 que U e i formam entre si (ver FIGURA 2). (Note que em
tudo o que se segue se pode substituir a unidade grau por rad.). Assim, 8 poderia ser usado
com legitimidade como medida do grau de alinhamento dos dados, ou seja, como coeficiente

de correlagao. O diagrama da FIGURA 5 resume a variacao deste coeficiente de correlagao.

FIGURA 5. Coeficiente de correlagao 6.

-

-1
o 0 pode ser obtido através de
I |

Visto que cosf =

—

i\
Jil ||7]

3)

6 = arcos

No exemplo 1 da seccéo anterior, o coeficiente de correlacéo 6 é

—1895.4583
143.7391 x 13.9739

@ = arcos uii —arcos ( ) = 160.68° (forte Negativa?).
|7
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2, 61980

d lo, 0 = 2.62579.265
e no segundo exemplo areeos (2,62579.265

) = arccos (0.998) ~ 3.62°

(Muito forte, positiva?).
No entanto, na literatura sobre o assunto, @ é convenientemente substituido pelo seu cos-

seno (porqué?), e assim se compreende a sua variagao tal como encontramos nos manuais:

0°<H<180° = —1<cosf <1 —1< — " <1,
I |7

Uma férmula que normalmente acompanha os manuais para determinar o valor do coefi-

ciente de correlacéo, T, é

Zn (Z?:l wi)(ZLl yi)

i=1LiYi —

r= 5 - 5 (4)
\/ (Z”_l o () > (Z’-‘_l 2 () )

Sendo (4) equivalente a

. 2 (@i = 2) (yi = 9)
VEm @i %S0 - 9

fica estabelecida a igualdade

Ui _
r = 7”{[” H;H cost

Apéndice
A interpretacdo geométrica que se explora neste texto tem como elemento essencial a
translacdo da nuvem de pontos original para uma nuvem de pontos com centro de massa na

origem do referencial. Esta operagéo faz com que os dados transladados cumpram
n n
=1 i=1
Reescrevendo estas condigdes, ficamos com

n
D E=0e1xi+1xiz+ - +1xin=0

=1
S@G-i=0
n
> Gi=0e1xg+1lxgat - +1xfn=0
=1
Su-u=0
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que, do ponto de vista geométrico, permitem afirmar que os vectores ; e U (e, conse-
quentemente, j) sdo perpendiculares ao vector unitério w = (1,1, ,1) . Assim, i ,
f e ¥ habitam o hiperplano de dimensdo 7 — 1, normal ao vector unitario w0 . Este facto
ndo altera a argumentacao seguida pois no hiperplano de dimenséo 72 — 1 continuamos a
querer reduzir ag minimo a norma de U — j e a condigdo continua a ser a ortogonalidade
deste vectora J .

No caso em que a amostra observada é constituida apenas por dois pontos, Z , ; eu
sdo colineares e a correlagdo é perfeita, como seria de esperar. Para a situagdo em que
n = 3, pode manipular e descarregar a animagado GeoGebra em https://www.geogebra.

org/m/muxygsbz.

Conclusao

Ao longo dos anos, o tema da regressao linear tem sido tratado nas nossas escolas, qua-
se exclusivamente, como uma manipulagdo de férmulas, a qual a tecnologia veio retirar
algum desse desprazer salvando, por um lado, os alunos dos célculos fastidiosos, mas
atirando-os, por outro, para uma cegueira determinada pela calculadora grafica. O que
aqui se quis mostrar foi que essas abordagens tradicionais ao tema podem, com enormes
vantagens, serem substituidas por uma abordagem geomeétrica sdlida, coerente e palpa-
vel, em que a Unica novidade (mas ndo surpresa) reside na generalizagdo de conceitos de
geometria analitica a espagos de dimens&o superior a trés. Para além disso, abre também
espaco a compreensao dos “bastidores” da calculadora grafica, permitindo que os alunos

olhem para ela como uma biblioteca de algoritmos que podem compreender e até criar.
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