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A caixa de Bertrand

Carla Santos*, Cristina Dias!
* Instituto Politécnico de Beja
'Instituto Politécnico de Portalegre

A resolugao de problemas que envolvem o calculo de probabilidades condicionadas, em
situagbes em que a reducao do espagco amostral passa despercebida, conduzem, fre-
quentemente, a solugdes equivocadas, fruto da reduzida intuicdo probabilistica do ser
humano. A “Caixa de Bertrand” é um dos mais famosos problemas em que se manifesta

o conflito entre intuigdo e probabilidades.

No ensino das probabilidades, o conceito de probabilidade condicionada é introduzido, fre-
quentemente, associado as técnicas formais de contagem, em experiéncias que consistem
em “extragdes sem reposicdo”. Nestas experiéncias, a nogdo de probabilidade condicionada
e de redugdo do espago amostral sdo bem explicitas, pelo que a resolugdo de problemas que
envolvam situacdes deste tipo ndo se reveste de qualquer complexidade. Existem, no entanto,
muitos problemas de probabilidades condicionadas em que, sendo mais dificil a visualizagdo
da situacgao, a redugao do espago amostral passa despercebida abrindo caminho para que a
reduzida intuigdo probabilistica do ser humano entre em conflito com a nogéo de probabilida-
de. Para ilustrar a manifestacao deste tipo de equivoco destaca-se muitas vezes um episddio
que envolve D’Alembert (1717-1783), um dos mais notaveis intelectuais do séc. XVIII, em
que este apresentou uma solugcao errada a um problema, envolvendo o langamento de uma
moeda duas vezes e em que era questionado “qual a probabilidade de se obter pelo menos
uma cara?". O raciocinio apresentado por D'Alembert assumia que, ao langar uma moeda
duas vezes, ha 3 resultados possiveis (duas caras, duas coroas ou uma cara e uma coroa), o
que conduziu a resposta errada de %. Na realidade, os resultados possiveis nesta experiéncia
s&o 4 (cara-cara, coroa-coroa, cara-coroa e coroa-cara) e, portanto, a resposta correta é %.

Na literatura sdo inUmeras as referéncias a equivocos, no calculo de probabilidades,
relacionados com a deficiente intuigdo probabilistica do ser humano e a sua manifestagéo
nas mais diversas situagoes. Um problema classico, em que sao frequentes respostas que
violam as regras das probabilidades, é o famoso problema da “Caixa de Bertrand”, que foi
enunciado, pela primeira vez, pelo matematico francés Joseph Bertrand, na sua obra Cal-
cul des probabilités, de 1889.

Problema da “Caixa de Bertrand”

Existem trés caixas idénticas, fechadas. Sabe-se que uma das caixas contém duas moe-
das de ouro, outra duas de prata e a terceira uma de prata e uma de ouro. Apds a escolha
aleatdria de uma das caixas, € extraida uma moeda que se verifica ser de ouro. Desconhe-
cendo-se qual era o conteudo inicial da caixa, pretende-se saber qual a probabilidade de a

outra moeda, dessa mesma caixa, ser também de ouro.
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FIGURA 1. Conteudo das caixas do Problema da “Caixa de Bertrand”.

A resposta ', é a que se obtém, mais frequentemente, ao problema da “Caixa de Ber-
trand” e é equivocada. O equivoco, tal como destacou o préprio Bertrand, estd em assumir
que a probabilidade de a moeda que ficou na caixa, ser de ouro é igual a probabilidade de
ser de prata. Essa conclusao equivocada tem por base uma primeira conclusao correta, de
que, se a moeda extraida era de ouro, a caixa escolhida tera sido ou a que tem duas moedas
de ouro ou a que tem uma moeda de ouro e outra de prata. Mas, como veremos mais em
pormenor a seguir, o facto de ter saido uma moeda de ouro atribui diferentes probabilida-
des de escolha a cada uma destas duas caixas.

Na FIGURA 2, representamos as trés caixas, designando-as A, B e C, e respetivos con-
teudos, numerando as moedas de ouro, de 1 a 3, por uma questao de facilidade de identi-
ficacao.

FIGURA 2. Conteudo das caixas A, B e C.

O enunciado do problema informa que a moeda extraida é de ouro, donde concluimos
que a caixa donde saiu essa moeda n3o podera ser a que contém apenas moedas de prata.
Concretizando, na ilustragao deste problema, este facto corresponde a impossibilidade de
ter sido escolhida a caixa B.

Para a caixa A (e de forma semelhante para a caixa C), consideremos a experiéncia alea-
toria que consiste em extrair duas moedas consecutivamente da caixa.

No caso da caixa A, o espago amostral da experiéncia é o conjunto
Q= [(Ourol, Ouro2), (Ouro2, Ourol)], onde (Ourol, Ouro2) repre-
senta o acontecimento em que a moeda retirada na 12 extracao foi a moeda Qurol
, tendo ficado na caixa a moeda Quro2.

No caso da caixa C o espago amostral da experiéncia é o conjunto
Q = [(Ouro3, Prata) , (Prata, Ouro3)].

Como sabemos que a (primeira) moeda extraida foi de ouro, o acontecimento
(PTata, Our03) nao esta nas condigdes do problema, restando-nos trés acontecimen-
tos (Ourol, Ouro2), (Ouro2, Ourol) e (Ouro3, Prata). Como, destes aconteci-
mentos, apenas o primeiro e o segundo cumprem o que € pretendido - existir outra moeda
de ouro na caixa de onde se retirou a primeira moeda de ouro, a probabilidade solicitada é
de %.

Perante a elevada frequéncia com que ocorre o equivoco descrito, o problema da Caixa
de Bertrand deu origem a diversas variantes, entre as quais esta o jogo de apostas “Trés
cartas no chapéu”, popularizado por Martin Gardner, que tem como base uma carta com

duas faces pretas, uma carta com duas faces vermelhas e uma carta com uma face pretae
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outra vermelha e o jogo das portas, conhecido como problema de Monty Hall, apresentado
no concurso televisivo "1,2,3" em Portugal, e noutros concursos semelhantes, um pouco

por todo o mundo.
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