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Eletrostatica

Eduardo Lage

Universidade do Porto

A eletrostatica é dedicada ao estudo do campo elétrico originado por cargas em repou-
so. Comeca-se por considerar o campo gerado por uma Unica carga, generalizando-se,
depois a um nimero arbitrario de cargas, distribuidas continuamente ou uma coleccao
discreta. A grandes distancias de uma tal distribuicao, a expansao multipolar fornece
um desenvolvimento do potencial elétrico em termos de momentos dipolares, quadru-
polares, etc., conceitos importantes no estudo de ntcleos atémicos, moléculas, cristais
liquidos... A analise da energia eletrostatica do campo permite, por um lado, definir a
energia de interagao entre distribuicoes de carga bem separadas e, por outro lado, ob-
ter as forcas e momentos que se exercem sobre essas distribuicoes.

De fora deste trabalho ficam os fendomenos de influéncia elétrica que serao conside-
rados noutro artigo.

0 campo gerado por uma carga pontual
Considere-se uma carga pontual (g1), imével, e escolha-se um referencial cartesiano fa-
zendo coincidir a sua origem com a posicdo da carga. O potencial elétrico! gerado pela

carga so depende, por simetria, da distancia (7) desta ao ponto de observagao, i.e., ¢ (T)
= d
Assim, o campo elétrico I/ = — </ ¢ é puramente radial E, (r) = I . Considere-
r

-se, agora, uma esfera centrada na carga e raio 7. Aplicando a forma integral da equacao
de Maxwell-Coulomb, tem-se:

Eam? =1 (1)
€0
Donde:
dp q1 q1
- = — = 2
dr 4megr? #(r) dmegr @

Aqui, a constante arbitraria que se poderia adicionar ao potencial, é nula porque se

convenciona ser ¢ —— 0.
7—00

Mantendo o referencial fixo, pode agora obter-se a expressdo do campo para uma posi-
cao arbitraria (71) da carga. Designando por 7 a posigdo do mesmo ponto de observagao,

entao a distancia deste ponto & carga é |7 — 71 |, pelo que se escreve:

_ 1 Qi
#() = reo -1 @
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0 campo para uma distribuicao arbitraria de cargas
Partindo da eq. (3), é imediato obter o potencial para um conjunto arbitrario de /N cargas
por simples sobreposigao dos potenciais gerados por cada uma:

N

1 i
P = — ©)

— dmeg |7 — 7

Esta expressao adapta-se facilmente a distribuiges continuas substituindo a soma pelo

integral adequado. Para uma distribuicdo em volume, tem-se:

o () = — /dV’ p(7) (6)

47T€() ’F—F]

onde P (77) é a densidade voliimica de carga. Este potencial é, pois, a solugdo particular da
equacao de Poisson:

Ap=—_ ”

[No Apéndice, é discutida a forma analitica da densidade de carga para uma carga pontual
cujo potencial é dado pela eq. (3)].

A eq. (6) adapta-se facilmente a distribuiges em superficies ou linhas, bastando lembrar
que o integral é uma soma dos potenciais gerados pelas cargas 0Q (ﬁ =p (7:3 dV'.0s
exemplos seguintes ilustram estas observacgdes; neles faz-se uso, apenas, da forma inte-
gral da equagdo de Maxwell-Coulomb!.

a) Distribuigdo uniforme numa esfera (raio a, carga (Q)

Por simetria, o campo elétrico tem a direcgao radial e s6 depende da distancia ao centro
da esfera (FIGURA 1). Tem-se:

1
r>a ET47T7“2:Q — FE,. = Q—Q
€0 dmeg r ®)
1 4 r
r<a Ed4mr?= 7462 —mr? — FE, = Q —
€0 §7TCL3 3 dmeg a
o : < de
O correspondente potencial elétrico deduz-se por integracdo de F,. (r) = —d— , sen-
T
do continuo na superficie da esfera:
1
r>a @(r)= @1
dreg r ©)
Q 3 7
r<a r) = - — =
@ (1) 8meg \a  a?
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FIGURA 1. Campo elétrico para esfera carregada uniformemente. Aqui, k. = !

TEQ

Se a carga se distribuir apenas na superficie da esfera, o campo elétrico é nulo no seu
interior e, no exterior, é definido pela primeira equacdo em (8); quanto ao potencial elé-
trico, tem a forma da primeira equagdo em (9), sendo constante no interior com o valor

Q 1

N 4meg a

b) Distribuigdo uniforme numa superficie plana (densidade superficial de carga £S)

0 campo elétrico reduz-se, por simetria, & sua componente F, perpendicular ao plano;

< , . . OF, . L
nao havendo cargas acima ou abaixo do plano, entao 8— =0,ie, E, é uniforme na-
z

guelas regides. A simetria de reflexdo no plano determina que esta componente tem sinais
opostos acima e abaixo do plano. Considere-se, entdo, um pequeno cilindro reto, com area
das bases d A, cortado a meio pelo plano (cilindro gaussiano). Aplicando a forma integral

de Maxwell-Coulomb, obtém-se:

psOA _ p s (10)

E,0A— (—E,)6A =
( ) €0 260

Folha de carga

~— —»E

Superficie gaussiana

FIGURA 2. Cilindro gaussiano.

Este resultado é mais geral do que a sua deducao fara parecer. Com efeito, para cargas
distribuidas, ndo necessariamente de modo uniforme, sobre uma qualquer superficie, a eq.
(10) é valida na imediata vizinhanga dos pontos da superficie (sendo, agora, F, a com-

ponente normal a superficie nesses pontos). Com efeito, se se considerar um pequeno
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elemento da superficie de drea 0 A, esse elemento aparecera plano quanto mais préximo
dele se estiver. Deste modo, se E for o campo total, gerado quer pelas cargas na super-
ficie quer por outras cargas fora dela), a descontinuidade da componente normal deste
campo ¢ devida unicamente as cargas na superficie, podendo ser obtida pela eq. (10); por
outro lado, a componente continua do campo € devida as outras cargas e pode ser obtida
efectuando a semi-soma dos seus valores de um e outro lado da superficie. Este comen-
tario é importante para o calculo das forgas que o campo exerce sobre cargas distribuidas

superficialmente.

c) 0 condensador plano
Considerem-se dois planos paralelos (distantes @), tendo o plano da esquerda (FIGURA 3)
densidade de carga pg e o da direita —pg; o eixo 2 € perpendicular aos planos. Por sobre-
posicdo dos campos originados por cada plano, obtém-se:
FE, = 0 no exterior dos planos
_Ps

E, = =2 entre os planos
€0

Placa condutora + L I

carregada Placa condutora
positivamente + - carregada

negativamente

+ -

+ =

+ - -

+ -1

+ -l

FIGURA 3. Campo elétrico entre dois planos paralelos com cargas opostas.

Ha, assim, uma diferenga de potencial elétrico 1/ entre os dois planos; arbitrando
(o = ( para o plano da direita, tem-se:

Este exemplo fornece um modelo aproximado para um condensador plano, onde as placas,
agora finitas, tém area A. Designa-se por carga do condensador a carga na placa positiva.

. o g0 .
Assim, numa boa aproximagéo, € () = pg A e, portanto, V = ——(@.Acapacidade do
a

condensador é a sua carga para uma diferenca de potencial de 1V, i.e.,

_Q _cA4 (11)
C_V_ a

A unidade da capacidade no S.I. é o farad ( F’).
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FIGURA 4. Linhas de campo num condensador plano real.

Note-se, porém, que para um real condensador plano, ndo s6 ha uma acumulacgdo de
carga junto aos bordos das placas como o campo deixa de ser uniforme nas proximidades
destes bordos e existem linhas de forga no exterior das placas (FIGURA 4). Na verdade, um

condensador plano, observado de longe, é um dipélo elétrico.

d) Condensador cilindrico

FIGURA 5. Condensador cilindrico.

Considerem-se dois cilindros coaxiais, comprimento [, secgdo recta circular, de raios a e
b > a . Uma bateria estabelece uma diferenca de potencial V' entre os cilindros, ficando
o exterior ao potencial 0. A bateria faz passar carga () do cilindro exterior para o cilindro
interior - é essa a carga do condensador. Ignorando o efeito dos bordos, o campo esta

confinado ao espaco entre cilindros e tem a direcgao radial. Imaginando um cilindro gaus-
siano, coaxial com os dados, de raio 7 coma a < r < b , o fluxo do campo através deste

Q

cilindro é E,.27rl que, pela lei de Maxwell-Coulomb deve ser igual a —. Ent3o:

Q N

1
—— — . Deste modo, a diferenca de potencial entre os cilindros é:

- 27['() Ir
b
V:/ drE, = ilog b
a 2mepl a
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A capacidade do condensador cilindrico é:

=9 _onep (12

4 log (2)

A expansao multipolar do potencial
Considere-se uma distribuicdo de carga localizada numa regido limitada do espago, de ex-
tensao tipica a - por exemplo, um nucleo atémico ou uma molécula. Como se comporta o

potencial elétrico em pontos distantes dessa regido (7 > a)? A resposta é a expansio
a

multipolar, i.e., o desenvolvimento do potencial em poténcias de —. Para isso, escolhe-se um
r

ponto qualquer no interior da distribuigdo para origem do sistema de coordenadas. Deste
modo, a densidade de carga distribui-se em torno da origem até a distancia tipica a. Entao,

na eq. (6), o termo dominante no denominador é 7 = || e obtém-se a expansdo fazendo
/

. - -1 A . r a .
o desenvolvimento de }r - f"‘ em poténcias de — ~ —. Até a 22 ordem (nesta quan-

r r

tidade), tem-se:
L\ -1

1 9 L, oo\ z 1 277 2\ 7
— —7’—27"'7’—1—7‘) =—|1- =
|7 — 7| ( r r2 r2

N 2

1 1+F-F’+ Fer 172
oy r2 2\ r2 2 r2

Inserindo na eq. (6), obtém-se:

. 1 . PP 3 /(FF 2 2
47r5090(r):r/dV’p(r’) 1+ TQT —|—2<M> SR

No segundo membro, o primeiro termo faz intervir a carga total da distribuigao:
Q= / av'p (i)
0 segundo termo faz intervir o momento dipolar elétrico da distribuigao, o vetor:
p= /dv’p (7) 7 (13)

Os ultimos dois termos fazem intervir o momento quadrupolar da distribuigdo, um tensor

simétrico de 22 ordem?:

D;; = ;/dV’p (F’) [33:;3:; — r’25ij] (14)

Note-se que o traco deste tensor é nulo:

D;i=0 (15)
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Assim, a expansio do potencial escreve-se (soma sobre indices repetidos):

= 2 2
47T€0g0(’l7) = g—i—%—i—%DZ]w—gr%—F (16)
Aqui, no ultimo termo, adicionou-se um fator que é, na verdade, nulo pela eqg. (15).
Alguns comentarios:
a) Para grandes distincias da distribuicio de carga, o termo dominante é o primeiro, o
potencial de Coulomb como se toda a carga estivesse localizada na origem do referencial
escolhido. E, muitas vezes, este termo que é apenas utilizado como potencial experimenta-

do por eletrdes movendo-se em torno de nicleos atdmicos ou para interagdes entre ides.

b) Se a carga total da distribui¢do for nula (4tomos ou moléculas neutras), o termo domi-

nante é o segundo, i.e., a contribuig&o dipolar. Tal termo decai como —e exibe anisotropia
r
porque depende da posicdo do ponto de observagao (i.e., ") em relagdo ao momento dipo-

lar. O campo elétrico associado a tal termo mostra claramente esta anisotropia:

B = L3 -

~ drweg rd )

Para duas cargas pontuais de sinais opostos, a definicdo elementar do momento dipolar
coincide com o resultado expresso na eq. (13) - basta substituir o integral por soma sobre
as cargas e pdV — ¢ para cada carga. Assim, se I for o vetor de posicdo da carga po-
sitiva (4-q) em relagdo a negativa (—¢), obtém-se:

A FIGURA 6 exibe as linhas de forca do campo elétrico gerado por um tal dipdlo ideal.

FIGURA 6. Linhas de forga do campo elétrico para dipélo ideal.

Por exemplo, na molécula da agua (H,0), o oxigénio ocupa o centro de um tetraedro e

possui carga —2¢, (ge € o valor absoluto da carga do eletrdo), enquanto que cada hidro-
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génio (carga ¢.) ocupa um dos vértices do tetraedro; a molécula é neutra, mas apresenta
um momento dipolar (FIGURA 7) de grande importéncia para as propriedades quimicas e
bioldgicas da dgua. Mais adiante mostra-se como se pode verificar a existéncia deste dip6-

lo com uma experiéncia simples.

c) O termo quadrupolar na eq. (16) seré dominante se a distribuigio de carga apresentar
carga total e momento dipolar nulos., como acontece nas moléculas de cristais liquidos,
ou como correcgao ao potencial coulombiano se apenas o momento dipolar for nulo, como
acontece com o potencial gerado por nucleos atémicos no estado fundamental. Neste ul-
timo caso, 0 momento quadrupolar do nucleo é sentido pelos electrdes que o orbitam,
originando o levantamento de degenerescéncias nos niveis atémicos, assim fornecendo,

também, informacé&o sobre a distribuicdo de carga no nucleo.

Hidrogénio
//’—_-\\\
Oxigénio / 5
- 1 1
ST - ]
- sy ®
JRd Ny s ’
// ,/ . //
’ ’ N\NT—
/ ’ \
4 AY
/ i %
! // \
i ‘ !
1 H n
Polo negativo } ‘\> 104,5° | p_»
" \ !
\ p !
\ \ /
'\ AY / et
\ AR J/ Polo positivo
Y
~ \ 4
S \(‘/—-\
S~ - 27N\ AN
\ AY
'I \ \I
1 ® ]
\ 1
LY /
N 7/
\\ ’/
Hidrogénio

FIGURA 7. A molécula da dgua.

A FIGURA 8 representa, esquematicamente, a distribuicdo de carga no atomo de oxigénio
- 0 nucleo (azul) é tomado como origem e os dois eletrdes (vermelho) situam-se simetrica-

mente em relacdo aquele, a distancia a. Tomando o eixo  na linha das cargas, é facil obter:
2 2
D11 = —2gea™  Dag = D33 = qea

sendo nulos todos os outros termos.

FIGURA 8. Momento quadrupolar elétrico.

Energia eletrostatica
Qualquer configuracdo de cargas tem associada uma energia U, a sua diferenca entre
uma configuragao inicial e outra final é o simétrico do trabalho realizado pelas forgas do

campo para levar as cargas da primeira a segunda configuracoes:
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—dU, = oW (19)
Esta energia tem a expressao:
E2?
= / ave : (20)

Observe-se que a energia eletrostatica esta localizada em todo o espaco e néo, apenas,
na regido onde existam cargas. Uma outra expressao equivalente revela-se util para o cal-

culo da energia eletrostatica em diversas situagdes. Com efeito:
€0 = €0 = € - € -
U. :/dv;E2 = —/dv;Ev¢= —/dVQ(]v- (Ego) +/dV20<pv-E

O penultimo termo é nulo porque, pelo teorema de Gauss pode ser convertido num fluxo
através de uma superficie esférica de raio IR arbitrariamente grande:/ dSapE -1, . Ora,
>
muito longe das cargas é ¢ ~ l e E ~ i pelo que tal integral decai como l Quanto
R R2 R

ao ultimo termo da expressao anterior, a equacdo de Maxwell-Coulomb conduz a forma

pretendida:

1
Ue = 3 / dVpe (21)

Exemplos.

a) Distribuigdo uniforme de carga numa esfera

4
Usando a eq. (9), com a densidade p = )/ <3R3), facilmente se obtém:

2
.= § Q (22)
54megR

Note-se que esta energia diverge para uma carga pontual.
Se a carga estiver, apenas, distribuida uniformemente na superficie da esfera, o resulta-

do é, ainda, mais simples de obter:

2
U= @
87T€0R

(23)

O raio classico do eletrdo (7,) é o raio de uma tal esfera com a carga do eletrdo (—q.) de

modo que a energia eletrostatica iguala metade da energia em repouso do eletrao:

2
% _ Mec? — re =8,82...fm (24)
dregre

Nota: um fermi (fm) = 107°A = 10~ 3cm

Este raio classico € uma quantidade util porque intervém em muitas expressdes de Fisi-
ca Atomica, mas ndo deve levar a pensar que o eletrdo tenha qualquer geometria esférica.

A eq. (21) é facilmente adaptada a cargas pontuais, bastando substituir dV p — ¢; e o
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integral pela soma sobre as cargas:

1 S 1 qiq;
U. == . N\ — I 25
e 9 ZZ: q;p (Tz) 2 Z 47'['5(] |'I:; — ’f';| ( )

Aqui, eliminaram-se os termos de auto-energia (2 = j) que s3o divergentes. Note-se
que apenas diferengas de energia eletrostatica determinam o trabalho das forcas (eq.
(19)), pelo que tais termos sdo eliminados automaticamente.

Como exemplo, considere-se a energia eletrostatica de um ntcleo atémico com Z pré-
toes e A — Z neutrdes (A é o nimero de massa, i.e., 0 nimero de nucledes). Os protdes

sio todos equivalentes, pelo que se pode reescrever a eq. (25) sob a forma:

A . A
Ue = 3 ;qwn (71) =~ 2/dV019021

Aqui, ©1 (7_"1) é o potencial originado pelos protdes ¢ = 1 sobre o prétao selecionado.
A Ultima expressao traduz a média sobre a posicdo de todos os protoes face as suas
grandes velocidades que os levam a, praticamente, ocupar uniformemente o volume do

de
G

ga (Z — 1) ge uniformemente distribuida, o que permite utilizar-se o resultado da eq. (9).

ndcleo. Assim, p1 ~ e Yz_1 é o potencial de uma esfera (raio ]2) com uma car-

Deste modo, obtém-se:

o322 -1
6_5 47T€0R

1

0 raio de um ntcleo é essencialmente determinado pelo seu nimero de massa R ~ A3
A

(expresso em fm) - tal significa uma densidade nuclear ﬁ praticamente constante, tal

como uma gota de liquido. Esta energia eletrostatica é enorme: na tabela abaixo estimam-

-se 0s seus valores para os nicleos de oxigénio (O) e uranio (U):

A [R(fm)| U
16 | 2,5 | 18,1 MeV
U|[92|238]| 62 | 1,1 GeV

Os nucleos sdo mantidos estaveis porque, sobrepostas as forgas repulsivas entre os
protdes, existem forgas atrativas ainda de maior grandeza entre todos os nucledes — séo
as forgas nucleares e, ao contrario das eletrostaticas, atuam apenas a curtas distancias
(daordem de 1 fm), entre os vizinhos mais préximos (tornam-se repulsivas a mais curtas
distancias, tal como as forcas de van der Waals entre moléculas). A contribuicio desta
energia nuclear é, entdo, proporcional ao numero de nucledes e pode estimar-se o seu
valor porque o urdnio encontra-se no limite de estabilidade (é radioativo, mas com uma
vida média muito longa!), i.e., a contribuigdo atrativa das forgas nucleares é da ordem da
contribuicdo repulsiva eletrostatica - na verdade, compensa nédo s6 esta, mas também a

energia cinética dos nucledes que tenderia a dispersa-los e que é da ordem da energia
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eletrostatica. Designando por € a energia nuclear por nucledo, serd, entdo, para o uranio,
Ae ~ 2,2GeV, donde € ~ 9,2MeV .

Vé-se, agora, por que o nucleo de oxigénio é bastante estavel: as forcas nucleares con-
tribuem com 16¢ ~ 148MeV , bem acima dos 18,1MeV da energia eletrostatica. E vé-
-se, também, por que o U235 se desintegra: tem a mesma carga do U238, mas menos
3 neutrdes e, portanto, a energia de coesao das forgas nucleares ndo vence a repulsao
eletrostatica.

b) O condensador plano
Usando a eq. (21), facilmente se encontra a energia eletrostatica para um condensador
plano:
1 2 ov?
2 2C 2
onde C é a capacidade do condensador, eq. (11).
Qual a forga que atua na placa negativa? Esta forga tem, evidentemente, a diregdo do
eixo z (FIGURA 3) e poder-se-ia pensar que seria F, = —(Q) L. Porém, esta conclusao
esta errada. Com efeito, o campo F, é a sobreposicdo dos campos originados pelas cargas

nas duas placas. E dbvio que a forca na placa negativa se deve, apenas, as cargas na placa

1
positiva; ora estas criam um campo §EZ a parte continua do campo quando se atravessa

1 1.V 1Q?
a placa negativa. Assim, é I, = ——QF, = ——Q— = f*Qf, onde @ é a distancia
2 27%a 2aC

entre as placas. Este resultado pode ser confirmado usando a energia eletrostatica. Para
isso, imagine-se um deslocamento da placa negativa de modo que a — a + da, man-
tendo as mesmas cargas nas placas. O trabalho realizado pelo campo é W = F.da;

usando a eq. (19), tem-se:

Q2 2

g0A C 2
Ora, pela eq. (11), é 6C = —0—2 a = ——0da , obtendo-se, assim, F, = —Q— )
a a 2Ca
Este assunto merece algumas consideragdes adicionais.
O circuito da FIGURA 9 mostra o condensador e a bateria que serviu para o carregar. E

obvio que a forca que se exerce na placa negativa é a que atras se obteve. A energia ele-
1
trostatica escreve-se, em funcéo dos dados, U, = 50‘/2. Suponha-se que se procede ao

mesmo deslocamento da da placa negativa, mas mantendo, agora, a mesma diferenca de
potencial, i.e., bateria ligada. Um uso descuidado da eq. (19) leva a uma conclusao errada.
Com efeito, parece que:

CcV?
_§V %5(1 — FZ = %

oW = F,éa = —dU, =
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FIGURA 9. O condensador plano a potencial constante.

Resultado que coincide com o anterior em valor absoluto, mas com o sinal errado! Onde
estd o erro? O trabalho §WV realizado pelo campo néo é apenas F,da . Com efeito, como
€ mantida a diferenca de potencial entre as placas durante o deslocamento, a carga do con-
densador variou: §¢() = V' §C'. Tal carga foi transportada da placa positiva para a negativa
— teve, pois, que passar do catodo para o dnodo na bateria. O trabalho realizado pelo campo

no interior da bateria (igual e oposto ao realizado pela forga-eletromotriz da bateria) foi

—V8Q = —V?26C . Assim, SW = F.8a — V28C'. Com esta corregao, tem-se:

ac C V2
da 2a

1
SW = F,6a — V?6C = —dU, = 51/250 —~F, = 2v2

em completo acordo com o resultado obtido quando as cargas permaneciam constantes.
Estas consideragdes aplicam-se a qualquer tipo de condensador, seja qual for a sua geo-
metria.

Expansao multipolar da energia eletrostatica

Imaginem-se duas distribuigdes de carga bem definidas e distintas (o nucleo e a nuvem
eletrénica, duas moléculas, etc.) que serdo designadas por p1 e p2 e que geram os respe-
tivos potenciais 1 e ©2. A energia eletrostatica para o conjunto das duas distribuigdes
obtém-se da eq. (21):

2

1
UeZ/dV(P1+02)(¢1+@2):2

1
5 /dV (P11 + pap2 + prp2 + paer)

Os dois primeiros termos sdo as energias eletrostaticas de cada configuracdo tomadas

isoladamente. Os ultimos dois termos sao, de facto iguais e a sua soma é a energia de inte-

[vn @00 = [ [ar 2 -

:/dv’m () 47350/d |7{’1_F_), /dV’p1 o2 (7)

Seja, entdo:

ragdo U9 entre as duas configuragoes:

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.2492//rce2021.015 | margo de 2021 12


http://doi.org/10.24927/rce2021.015

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

/ AVipr (71) / v, L202) )

Ulz—/dV,Ol (7) 2 (7) = = 7]

4meq

Esta expressao é geral. Interessa agora imaginar que as duas configuragdes estdo muito
afastadas de modo a poder utilizar-se a expansdo multipolar para o potencial. Para isso,

escolhe-se um ponto (1) no interior da primeira distribuicdo e um segundo ponto (%) no

. . . . o . = H . . .
interior da segunda distribuigdo. Seja R = P; P> o vector com origem no primeiro ponto e
extremidade no segundo ponto. Tome-se a origem do referencial cartesiano coincidente com

Py sese designar por 7 a posicdo da carga elementar dVapa (772) em relagdo ao segun-

do ponto, entdo a distancia entre as cargas elementares na eq. (27) é ‘R + 75 — 71 ) com

71|, |T2| < ‘R‘ = R.Entao, até & primeira ordem, tem-se:

1 L 1+(F1—F2)'R+3((FI—FQ)'>_1(F1_F2)2

R2 2 R2

Substituindo na eq. (27) e integrando sobre as cargas, obtem-se (ver eq. (13) para a

definigdo do momento dipolar):

(58 ()

1 R-pi—O1R-p» 1P
Q1Q2+Q2 P1— Q1 P2 P1 D2

U = —_— + ee
T 4rey | R R3 R3 RS
1 QR _ = | - o
Note-se que Uj9 = —— ———— = FE; é o campo elétrico gerado pela primeira distri-
47T60 R3
1 @1 <—R>

buicdo no ponto Ps; do mesmo modo, = F) é 0 campo elétrico gerado

471‘50 R3

pela segunda distribuicdo no ponto P1. Em ambos os casos, a grandes distancias das res-

petivas fontes. Deste modo, reescreve-se a equagao anterior sob a forma:

B - _3(171'3) (172-3)
47‘(‘50 R3 R5

_ 1 Qi@
47‘&'80 R

Ur2 —E-po—Ey-pi + (28)

No segundo membro, o primeiro termo é a interagdo Coulombiana pura como se as dis-
tribuigbes se reduzissem as suas cargas totais localizadas nos pontos escolhidos; os se-
gundo e terceiro termos representam a interagdo do momento dipolar de uma distribuicao
com o campo gerado pela outra distribuigdo; e os Ultimos dois termos exibem a interagéo

entre os momentos dipolares:

1 |p1-p2 3<ﬁl.ﬁ><ﬁ2'ﬁ>
Ameg | R3 RS

Upp
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Este sera o termo dominante na interagdo entre as duas distribui¢des de carga se cada
uma apresentar carga total nula. Note-se que a interacao dipolar é fortemente anisotrépi-
ca. Ela é minima (mais negativa) se os dipdlos se alinharem paralelamente entre si e com
0 eixo que as une; € maxima (mais positiva) quando se alinharem antiparalelamente entre
si, tendo a mesma direcdo daquele eixo; e é nula quando os dipdlos forem perpendiculares

entre si, estando um deles alinhado com o eixo.

Forga e momento sobre um dipdlo
Considere-se um dipélo num ponto 7 submetido & agdo de um campo elétrico E (7) ge-
rado por outra distribuigio de carga — muitas vezes designado por campo aplicado. A ener-

gia de interacdo do dipdlo com o campo €é, como se viu atras:
Uint = —5 - E (F) (30)

Este resultado ja havia sido obtido noutro artigo®*. Invocando a eq. (19), é possivel agora
deduzir a forga e 0 momento que atuam sobre um dipdlo. Para isso, aplicam-se os resulta-
dos deduzidos para deslocamentos ou rotagdes virtuais®. Imagine-se que o dipdlo é trans-
portado paralelamente a si proprio da posicao inicial 7 para a posigao final em 7+ 07,
Tem-se:

W =F - 6F = —dUpy = p- |E (F+ 67) — E (7)| =5 (67 ) E (7)

—

_ 0F . . .
Por exemplo, F, = p- — . Quer dizer, a forga é nula para um campo uniforme e, no

ox

caso de ser ndo uniforme, a forga tem a diregdo do crescimento do campo. Uma experién-
cia simples exibe este resultado. Abra-se uma torneira de agua até escorrer um pequeno
fio de 4gua (FIGURA 9). Esfregando em um pano de flanela um pente de plastico e aproxi-
mando-a, sem tocar, do fio de dgua, ver-se-a este a encurvar em diregéo ao pente. Porqué?
0 pente ficou eletrizado pela flanela, originando um campo nao uniforme que atua sobre
as moléculas da agua (dipdlos como se viu), puxando-as para as regides onde o campo é

mais intenso.

FIGURA 10. Fio de 4gua desviado por campo elétrico ndo uniforme.
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0 calculo do momento que se exerce sobre o dipdlo efetua-se comegando por imaginar
uma rotagao infinitesimal do dipélo: 7 — '+ Q) A 5. Aqui, 6§} define a rotagéo: a sua
direcdo é o eixo de rotacdo, o seu sentido determina o sentido da rotacao (regra do saca-ro-

5Q

. Designando por M o0 momento devido ao campo, tem-se:

lhas) e 0 4ngulo de rotacéo é

—

W =M -6Q=—dUpy =6p-E=8QANpF-E=060-FAE

Entdo, o momento que atua sobre o dipdlo é:

—

M=pNE (31)

Voltando a experiéncia do fio de 4gua, percebe-se ainda melhor o seu resultado: as mo-
léculas da dgua rodam alinhando os seus dipdlos com o campo local e assim maximizam a

forga que o campo nao uniforme sobre elas atua.

Apéndice
O potencial para uma carga pontual, eq. (3), deve ser solugcdo da equacio de Poisson, eq.
(8), colocando-se a questdo de qual a correspondente densidade de carga. Designe-se esta

densidade por:
p () = q6 (7 — 1) (32)

Aqui, 7 é a posigdo da carga e a “fungdo” ¢ (7 — 7 ) deve satisfazer a seguinte condi-

cdo 6bvia que decorre da definigdo de densidade de carga:

L. 1 &> 71 nointerior de D
/ AV (F—r) = _,1 (33)
JD 0 <> 771 no exterior de D

Assim, inserindo a eq. (3) na equag&o de Poisson, obtém-se uma muito Util solugdo par-

ticular, que se reescreve sob a forma:

A <1> — A (F— ) (34)

7|

Note-se que o laplaciano actua sobre as coordenadas de 7.

A “fungdo” ¢ (7" — 7 ) é, na verdade, o produto de trés distribuigdes de Dirac:
0(F=7m)=0(x—21)d(y—1y1)d(z—21)

Para cada uma delas, é verdadeira a seguinte propriedade:
b
/ ded (x —x1)=1 <+  x1 €la,b]
a

O integral é nulo se 1 se situar fora do intervalo de integragdo. A distribuigdo de Dirac

¢ a generalizac3o, para fungdes continuas, do simbolo de Kronecker?®.
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