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Forcas em campos
magnéticos

Eduardo Lage

Universidade do Porto

0 movimento de particulas carregadas em campos magnéticos estacionarios é de
grande importancia em Fisica e Astrofisica estando na base dos grandes aceleradores,
como LHC no CERN, de que o ciclotrao foi precursor. E também determinam a natureza
dos transportadores no efeito Hall. As forgas entre correntes elétricas, mensuraveis em
diversos tipos de dispositivos, foram historicamente utilizadas na definicao do ampére,
a unidade da intensidade da corrente no SI. Para correntes localizadas e submetidas
a um campo magnético quase uniforme, a forca que este exerce deriva de uma energia
potencial que faz intervir apenas o momento magnético daquele sistema de correntes.

E apresentada uma breve discussao sobre a relagao entre os trabalhos, em espiras,
da forca de Laplace e da forga eletromotriz originada pela inducao de Faraday, mostran-

do-se que ambos derivam de ser nula a poténcia da forca de Lorentz.

Particulas com carga elétrica (eletrdes, protées, ides, etc.) em movimento numa regido
onde existe um campo magnético, ficam submetidas a forca de Lorentz!, apresentando
uma rica variedade de comportamentos com inimeras aplicacdes. A FIGURA 1 representa
um exemplo simples para um campo uniforme: projetando nos eixos a equagdo de movi-

mento, tem-se:

dv,
— =0 — v, =constante
dt *
dv
o e @
dv,
7 —WUy
onde:
qB
We = —
c= @

é a frequéncia ciclotrdnica ( ¢ e m sdo a carga e massa da particula). Se v,, = 0, o mo-
vimento é uniforme e circular com um raio:
1

R="—,/v? 4?2 3
We Y z ()
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Caminho
+q em espiral

FIGURA 1. Movimento de uma carga positiva num campo magnético uniforme.

Um ciclotrdo (E. Lawrence, 1932) é constituido por dois semicilindros (os “Dés") onde
se fez o vacuo, mergulhados num campo magnético uniforme com a diregdo do eixo dos

cilindros.
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FIGURA 2. Diagramas do ciclotrao original de Lawrence.

Entre as faces planas dos “Dés” é aplicada uma tensao de radiofrequéncia que origi-
na um campo elétrico capaz de acelerar as particulas antes de penetrarem no campo
magnético. O correspondente movimento circular fa-las regressar a regido do campo
RF, tendo este a frequéncia ciclotrénica pelo que, em cada volta da particula num “Dé”",
se encontra nas condigdes para nova aceleragdo. Deste modo, a particula vai ganhando
energia, aumentando o raio da trajetdria circular. O aumento relativista da massa da par-
ticula origina uma diminuicdo da frequéncia ciclotrénica — o campo RF sincroniza a sua
frequéncia com aquela, designandose por sincrociclotrdo um tal acelerador.

Regressando a FIGURA 1, é este movimento helicoidal que desvia raios cdsmicos ou
o0 vento solar para os polos magnéticos da Terra onde colidem e ionizam moléculas da
alta atmosfera originando as auroras boreais. Uma carga acelerada emite radiagdo: num
pulsar, uma estrela de neutrées em rapida rotagao cujo eixo ndo coincide com o dipolo

magnético?, o fortissimo campo magnético origina emissdes de grande intensidade na
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direcdo NS magnética a qual roda com a estrela, como se fosse um farol. Esta radiacdo
é recebida na Terra, caso esta se encontre no alinhamento da emissao: a extrema regu-
laridade destes impulsos de radiagdo, com periodos de rotacdo caracteristicos de cada
pulsar, faz destes fardis cosmoldgicos reldgios de precisdo extrema e que, por isso, sdo
usados como referéncias na navegacao de sondas espaciais em viagens de longo curso.

A FIGURA 3 representa o movimento de uma particula carregada sob agdo de campos
elétrico (segundo ¥) e magnético (segundo 2) uniformes e ortogonais. As equacdes de

movimento ficam:

dve _ 4B

da  m Y

Wy _ 9 gy, B (4)
dt m v

dv,

dt =0

FIGURA 3. Movimento de uma carga sob campos elétrico e magnético ortogonais.

E interessente observar que o movimento sera retilineo e uniforme, com a velocidade
E , . i
v, = — se a particula entrar apenas com esta velocidade na regido dos campos: o
dispositivo tanto serve como seletor de velocidades como medidor das intensidades dos
E
campos elétrico ou magnético. Para v, (0) %+ E a solugdo das equacgdes de movimen-

to, admitindo, para simplificar, v, = 0, é:

vy (1) = [% (0) — g] cos (wet) + %

0 (0) = = [02(0) = | sen

0 movimento é plano e consiste na sobreposicdo de um movimento uniforme na dire-
¢ao perpendicular aos campos, com um movimento circular uniforme no plano perpendi-
cular ao campo magnético (FIGURA 3).

No efeito Hall (FIGURA 4), uma corrente elétrica (intensidade ) atravessa longitudi-

nalmente uma amostra de metal ou semicondutor.
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FIGURA 4. O efeito Hall.

Os transportadores podem ter carga negativa (eletrées) ou positiva (vazios), sdo desvia-
dos por um campo magnético uniforme (BZ) que os faz acumular numa das faces late-
rais até originarem um campo elétrico Ey — v, B, = 0 que anula a forca de Lorentz na
situacdo estacionaria e define a tensdo Hall Vg = Fyw = v, B w. 0 sinal deste cam-

po depende do sinal de v, o qual é definido pelo tipo de transportadores. Para eletrdes,
IB,

Ne |qel t
, onde Ny, é a densidade de

Vi

vazios. Em qualquer caso, define-se a resisténcia Hall por Ry = T que, contudo,

é I = —n. |qe| vywt, onde Ne é a densidade eletrénica, pelo que Vg = —

1B

; para vazios, obtém-se, de forma andloga, Vg = z
Ty IQe| t

ndo é dissipativa, ao contrario da resisténcia habitual da amostra, origem da queda de
tensdo que acompanha a corrente. O efeito Hall é atualmente utilizado em sensores na
medicdo de campos magnéticos.

Correntes elétricas em condutores retilineos e paralelos (distantes a), atraem-se se

tiverem o mesmo sentido e repelem-se se tiverem sentidos opostos (FIGURA 5).

FIGURA 5. Correntes paralela atraem-se.

B 2
Com efeito, 0 campo magnético criado pela corrente I2 é2 20 _ 2 onde 7 é a

Ho mr
distancia ao eixo do segundo condutor, o qual se identificou com o eixo z de coordenadas

cilindricas. Este campo atua sobre a corrente 11 com a forga de Laplace que, por unidade
de comprimento daquele condutor, é:

LI
= 1By (a) & = —po— ¢, ©)
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Assim, para [y = Io = 1A e a = 1m, a forga é atrativa valendo 2 X 10_75, re-
sultado que serviu para definir a unidade de corrente até muito recentemente. mn

Se os fios condutores forem complanares, mas ortogonais (FIGURA 6), cada um experi-
menta agora uma distribuicao de forgas de resultante nula, mas de momento resultante

nao nulo que tende a rodar os fios de modo a ficarem paralelos.

FIGURA 6. Forgas em correntes ortogonais.

Na balanca de correntes (FIGURA 7), um quadro de espiras retangulares, paralelas, é

suspenso verticalmente do brago de uma balanga.

FIGURA 7. Balanga de correntes.

0 quadro é mergulhado na regido entre polos de um iman, que cria um campo unifor-
me e horizontal Ea perpendicular ao quadro. Se este for percorrido por uma corrente
I, a porgdo horizontal, de comprimento [, de cada espira experimenta a forca vertical
F, = Il B, que é medida através do peso acrescentado ao outro prato da balanca para
equilibrar. Este método permite, assim, determinar a intensidade da corrente ou do cam-
po magnético do iman. Para um sistema de correntes localizadas numa regido finita do

espaco sob agdo de um campo magnético aplicado é(a), a resultante das forgas é:
Fe / Vi (F) A B@ (7
Conclui-se imediatamente que se o campo aplicado for uniforme na regido das corren-

tes, esta resultante é nula. Escolha-se um ponto naquela regido para origem do sistema

de eixos cartesianos. Se o campo aplicado variar ligeiramente na regido, tem-se:
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Fe / AVi(F) A (7 7) B@ (0)

significando que as derivadas devem ser tomadas na origem. Considere-se, por exemplo,

a componente F), da forca. Vem:

7] 0 0 0 0 0
_ ; (@ _; (@)
F, /dV[yy(F)<max+y8y+zaz>Bz 7Z(F')<xax+yay+zaz>By }

Ora?, o tensor / dV'iy, (7) z; é anti-simétrico e os seus elementos ndo diagonais de-
finem o momento magnético do sistema de correntes, por exemplo / dViy (F) = Uz,
obtendo-se as outras componentes por permutagéao circular. Deste modo, a expressao

anterior fica:

9B, @ 9B, 0B, 0B,

F, = — —

z = Mz o M 02 + My o Hz By

= 0B,
Atendendo a que Y/ - B(“) = 0, os termos que multiplicam i, ddo piy P , 0b-
T
tendo-se a expressao final:
9B, @ OB, (@ 0B, (@ 9B

F. = Y = i- 6

v = He o + py D + pz o7 me—a (6)

Analogamente se obtém as outras componentes.

Na experiéncia de Stern-Gerlach (1922), um feixe colimado de ides de prata entra
B,

z

numa regido onde existe um campo magnético ndo homogéneo com constante

(FIGURA 8).

FIGURA 8. A experiéncia de Stern-Gerlach.

Os ides tém um momento magnético devido ao eletrdo solitario no estado 5s. Assim,
9B,
02

sdo atuados pela forga F, = p, . Em Fisica Classica, [t poderia ter qualquer
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valor entre =y (/4B é 0 magnet&o de Bohr?), prevendo-se, entdo, uma distribuigéo con-
tinua no alvo, mas n&o é isso que é observado. Com efeito, segundo a teoria quantica, é

1 h
ji = —2up§ onde § é o spin que s6 pode tomar os valores :5:5 (em unidades de 2—)
T

em qualquer direcio. Portanto, a previsdo desta teoria é o feixe dividir-se em dois, por-
OB,
0z

pela experiéncia, uma demonstragao inequivoca do spin do eletrao.

que F, = +up , originando, apenas, dois “pontos” no alvo, o que é confirmado

Defina-se a energia de interagdo magnética, designando, agora, por 7 a posigédo da

origem escolhida no sistema de correntes em relagdo a uma origem fixa no laboratério:

U () = —pu- B (F) 7)
Se se deslocar rigidamente o sistema de correntes de 04 = duéy, a variagdo desta
energia é:
. . 5B
dU = —fi- [B(“) (F+6i) = B ()] = —fi- = —ou
i

Ora, o trabalho realizado pelas forgas do campo neste deslocamento é:
oW = Fpu
com F’; determinado na eqg. (6). Deste modo, tem-se:
oW = —dU
Imagine-se, agora, uma rotagao rigida® do sistema de correntes definida por 5(2.
Nestas condigcdes, o momento magnético alterou-se de 5/]’ = 6(2 A [j originando
AU = —6ji- B@ = — (5@ A ,1) CB@ — _ (m 1§<a>) .66,
Por outro lado, o trabalho realizado pelas forgas escreve-se W/ = M . 5&’3 onde M

€ o momento das forcas. Ent3o, pela relagdo anterior entre trabalho e variagdo da ener-

gia magnética, obtém-se:

M = jiAB@ (8)
As equacdes (6) e (8) sdo analogas as obtidas para um dipolo elétrico*. Um dipolo mag-

nético abandonado livremente tende a orientar-se paralelamente ao campo aplicado e a

mover-se para onde o campo é mais intenso, em ambos os casos procurando minimizar

a energia de interagdo magnética, eq. (7). 0 movimento de limalhas de ferro nas proximi-

dades de um iman exemplifica bem estes resultados (FIGURA 9).
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FIGURA 9. Limalhas de ferro alinham-se com o campo magnético.

Usando a eqg. (7) e considerando que o campo aplicado tem origem noutro dipolo mag-

nético?, obtém-se a energia de interagao entre dipolos:

— —

_ o 3fiz- (T2 — ) ji1 - 71) — i1l — )
47T |7'2—/1

=
U~
et
\
<

- %ﬁz - 10 (Fa — 1) (9)

O ultimo termo so6 existe se os dois dipolos estiverem sobrepostos — tal acontece, por
exemplo, na interagdo magnética eletrdo-protao no hidrogénio, ambos possuidores de
momentos magnéticos intrinsecos. Tal termo levanta a degenerescéncia de spin no es-
tado 1s (porque a fungdo de onda deve ser n3o nula no nucleo), originando a linha de
21 cm identificadora do hidrogénio em Cosmologia. Ignorando este termo, a energia de
interacdo entre dipolos magnéticos é inteiramente semelhante a energia de interagao
entre dipolos elétricos.

Um supercondutor (do tipo ) expele qualquer campo magnético do seu interior (efeito
Meissner). Assim, se se aproximar um magneto do supercondutor, sdo geradas correntes
superficiais que anulam o campo no seu interior, originando um campo, no exterior, que

repele o magneto fazendo-o levitar (FIGURA 10).

FIGURA 10. Levitagdo magnética.
Um modelo simples que captura o essencial desta experiéncia, consiste em considerar

um dipolo magnético a uma certa distancia da superficie plana e horizontal de um super-
condutor (FIGURA 11).
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FIGURA 11. Dipolo magnético em frente a supercondutor.

0 anulamento do campo no interior deste, exige que seja nula a componente vertical
do campo magnético imediatamente no acima da superficie. 0 método das imagens® per-
mite, entdo, determinar o campo em toda a regido acima da superficie e, dessa forma,
calcular a forga que se exerce sobre o dipolo. Para isso, comecga-se por recordar a ex-

pressao do campo criado por um dipolo magnético:

= po3(i-n)n—p
B == %

Aqui, ¥ é a distancia do dipolo ao ponto de observagdo e 7 é um versor que aponta do
dipolo para o mesmo ponto. Se o dipolo fizer um angulo # com a vertical, é imediato reco-
nhecer que o dipolo-imagem deve estar 3 mesma distancia do plano (azul na FIGURA 12) e

fazer um angulo ™ — 6 com a vertical (FIGURA 12).

FIGURA 12. O dipolo e sua imagem.

Usando a eq. (9), com o ultimo termo obviamente ausente, a energia de interagdo entre

os dois dipolos é:

U= Z—; (:;)3 [1 + (cose)z}

onde z > () é acota do dipolo original (origem de coordenadas na intersegéo do eixo vertical

que passa pelo dipolo, eixo x na intersecéo do plano definido pelo dipolo e a vertical). Esta
™ .

energia é minima para 0 = 5 (dipolos paralelos), o que se considera doravante. E, entao,

esta a energia para a FIGURA 11. Para obter a cota de equilibrio, suponha-se que se desloca o

dipolo de dz; a sua imagem desloca-se em sentido contrario. O trabalho realizado pelas for-

cas do campo &, entdo I, X 20z = —dU ,ie., F, = 35, Esta forga equilibra o peso
z
1
. . -y Buop® 1*
mg do dipolo (7 é a sua massa), obtendo-se, para a cota no equilibrio 2 = | —— | .
64mmg

0 campo imediatamente acima do supercondutor, reduz-se no plano a soma das com-
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ponentes horizontais dos campos do dipolo e sua imagem; sendo nulo no supercondutor,

ha uma descontinuidade originada por correntes superficiais?:

(s) 1 1 3r"2cosgsene
iy’ (¥) = Torm nE 2 4 2
(r'2 4 22)2
, i 1 32 (cosp)?
ng) (x) = —

~Tor (r2 + 22)5 P2 4 22

Aqui, 7 e ¢ sdo coordenadas polares no plano e z é a cota atras obtida. S4o0 estas

correntes que determinam o efeito Meissner.

0 trabalho da forca de Laplace

A FIGURA 13 representa uma espira, ndo necessariamente plana, percorrida por uma co
rente constante I cujo sentido define o sentido da circulagéo na espira de que dl éum
pequeno vetor, tangente a espira e de grandeza igual ao elemento de comprimento na-
quela linha, ficando, assim, também definida a normal unitaria a superficie (em estriado
azul) que nela se apoia. A espira desloca-se no espago onde reside um campo magnético
estacionario E (linhas de forga a vermelho). Cada ponto da espira sofre um desloca-
mento w0 (linhas negras), ndo necessariamente uniforme. Deste modo, fica construido
um cilindro deformado do qual a base inferior é a superficie que se apoia na espira na
sua posicao inicial e a base superior € a superficie que se apoia na espira na sua posigio
final, sendo a superficie lateral do cilindro definida pelo campo de deslocamentos. Note-
-se que o sentido da circulacdo determina (regra do saca-rolhas) o sentido da normal em
cada base: este aponta para o exterior do cilindro na base superior e para o seu interior
na base inferior.

FIGURA 13. Espira em deslocamento num campo magnético.
Na superficie lateral, o pequeno vetor dl A aponta para o exterior do cilin-

dro e a sua grandeza é o elemento de area nesta superficie. Ora, a forga de Laplace

que atua sobre o elemento df é Idf/\ B; pelo que o trabalho realizado no desloca-
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mento fica: IdlAB - = —IdIAw-B, o que, somado ao longo do circuito, da
—I%dﬂ\ w - é i.e., o produto da corrente pelo fluxo do campo magnético através

da superficie lateral do cilindro e para o seu interior. Ora, o fluxo do campo através de
todo o cilindro é nulo, pelo que aquele fluxo iguala a diferenca d® dos fluxos entre a base
superior e a base inferior. Mais simplesmente, d® é a variacao do fluxo através da espira.

Resumindo: o trabalho realizado pelas forgas de Laplace no deslocamento do circuito é:
oWy =106® (10)

Este resultado é muito atil e reproduz facilmente algumas conclusdes anterio-
res. Por exemplo, se a espira for muito pequena, envolvendo uma &area S, tem-se:
I®=1ISi B = i - B, onde il é o momento magnético, pelo que o trabalho numa
translagdo da espira, ¢ W = ji - (Sé. como atras se encontrou.

A eg. (10) merece alguns comentarios adicionais. Com efeito, é sabido que o campo
magnético nao realiza trabalho, o que parece estar em contradigdo com aquela equacéo.

Ora, ao deslocar-se através do campo magnético. A mesma variagdo de fluxo gera (Fara-

dd
day) uma forca eletromotriz € = ——— e, portanto, uma poténcia /€ que, integrada no

dt

intervalo de tempo do deslocamento, é:
Wp =—16® (11)

(Lembra-se que a corrente é mantida constante). Este “trabalho de Faraday” compen-
sa exactamente o “trabalho de Laplace” e, na verdade, existe um outro “trabalho de Fa-
raday”, igual ao anterior, porque, no seu deslocamento o campo magnético da espira faz
variar o fluxo no circuito que gera o campo magnético que a espira atravessou. A soma
destes trés trabalhos do campo eletromagnético corresponde a diminuigdo da energia
magnética em todo o espaco, conforme se discutiu em “Os fundamentos do eletromag-
netismo” e se voltara a discutir a propdsito da lei de indugao de Faraday.

Um comentario final sobre a forca de Lorentz como origem das egs. (10) e (11). Vol-
tando & FIGURA 13, designe-se por ¥/ a velocidade das cargas ao longo da espira e por

V' a sua velocidade na translacdo da espira. Para cada carga, a forca de Lorentz é

q (q‘)‘+ ‘7) A E sendo, evidentemente, nula a sua poténcia:
0= (6+X7> AB. (17+X7) —AB-V+VAB-¥
Se n for o nimero de transportadores por unidade de comprimento da espira, a inten-
sidade da corrente ¢ I = ng |¥]. Multiplicando por ngdl a identidade acima, substituin-
do nqvdl por Idf e integrando ao longo da espira, obtém-se:
fyﬁdmé.mzyﬁmé.df:o
O primeiro termo é a poténcia da forga de Laplace para a translagdo da espira; o se-

gundo termo ¢é a poténcia da inducdo de Faraday na espira (‘7 ABéa forca de Lorentz

sobre a unidade de carga que, por integracgio ao longo da espira, é a forga eletromotriz).
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Ficara, assim, mais claro por que os dois trabalhos sao iguais e de sinais opostos.
Uma discussdo mais completa e profunda da lei de Faraday devera ocupar um outro
trabalho.
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