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O corpo negro

Eduardo Lage

Universidade do Porto

0 desafio lancado por Kirchhoff! - qual a expressao da intensidade espectral I, (T), i.e.,
da poténcia associada com cada “cor” da radiacao térmica? - viria a gerar sucessivos
contributos quer dos experimentalistas quer dos tedricos. Enormes progressos foram
alcancados com a formulacao das leis de Stefan-Boltzmann e de Wien, esta reduzindo
a expressao da intensidade espectral a determinagao de uma Unica funcao. Contudo, a
forma adequada desta funcdao mostrou-se incompativel com a Fisica Classica, originando

uma crise que é aqui analisada com algum detalhe.

Stefan (1879) conjetura, com base nos resultados experimentais, que a energia total radia-
da, em cada segundo, por um corpo varia como a 4.2 poténcia da sua temperatura absoluta,

mas Boltzmann (1884) vem corrigir esta afirmac3o: a lei é vélida para um corpo negro:

I(T) = / h dvl, (T) oc T* (1)
0

FIGURA 1. Josef Stefan (1835-1893).

Nesta altura da Histdria, ja o eletromagnetismo estava bem fundamentado e sabia-se
que a radiagdo ndo sé transporta energia como exerce pressdo. Com efeito, em 1884, John
Henry Poynting mostra que as equagdes de Maxwell originam quer uma densidade volu-
mica de energia eletromagnética (1) quer uma densidade de fluxo dessa energia (0o bem
conhecido vetor de Poynting). Estas quantidades satisfazem a um principio genérico de
conservagao (“Teorema de Poynting”) e, aplicadas a ondas planas e monocromaticas, mo-

vendo-se no vazio, conduzem a relag3o:

IV = Uy
47Tu @)
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onde c é a velocidade da luz e u, é a densidade espectral de energia, i.e., a energia que,
em cada unidade de volume, estd associada com as ondas eletromagnéticas de frequén-
cias v (a menos de dv). Assim, o resultado estabelecido pela Lei de Stefan eq. (1) pode

reescrever-se sob a forma:
o0 47.[. oo
u = / dvu, = / dvl, = oT? (3)
0 ¢ Jo

onde, por ajuste com os dados experimentais, se tem 0 = 7,62 X 10_22J/m3K4, co-
nhecida por constante de Stefan-Boltzmann.
Poynting mostrou, também, que ondas eletromagnéticas refletidas por um espelho per-

feito, exercem, sobre o espelho, uma pressao, tendo encontrado:

p=3u 4)

Boltzmann (1884) utiliza este resultado para deduzir a Lei de Stefan. Para tal, considera
0 campo de radiagdo térmica como um sistema termodindmico — ele ocupa um dado volu-
me (o volume do espaco rodeado por espelhos totalmente refletores) e esta a uma dada
temperatura (a temperatura dos corpos que originaram a radiagéo e estdo, com o campo,
em equilibrio térmico). A energia total da radiagdo é U (V,T') = Vu (T') e podemos con-
siderar que esta é toda a energia no volume dado. Com efeito, os corpos ajudam, apenas,
a estabelecer o equilibrio térmico das diferentes radiagdes, mas podem ser tdo pequenos
quanto quisermos, pelo que a sua contribui¢cdo para a energia pode ser ignorada. Aplique-
mos, entdo, a Termodinamica a tal sistema — somos imediatamente obrigados a reconhecer
que o campo de radiago tem uma entropia S. Esta importante conclusdo pode ser obtida do
seguinte modo — suponhamos que inicialmente o espaco estava vazio e que la se colocou um
corpo a temperatura ;. O corpo arrefece, porque radia, até atingir o equilibrio térmico com
a radiacdo a uma temperatura 1" < T;. A entropia do corpo diminui, mas a Segunda Lei da
Termodindmica exige que a entropia total deste sistema isolado (corpo e radiagdo) aumente,
atingindo o seu valor maximo no equilibrio. Assim, somos forcados a atribuir uma entropia

ao campo de radiacao, o crescimento da qual compensa o decréscimo da entropia do corpo.

FIGURA 2. Ludwig Boltzmann (1844-1906).
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Aplicando os principios da Termodindmica a uma transformacao reversivel, obtemos?
dU =TdS — pdV =V (du —Tds) +dV (u —Ts+p) =0

onde definimos a densidade volimica de entropia: s = V Daqui resultam:

u=Ts—7p
du =Tds

Ora, da energia livre de Helmholtz, /' = U — T'S', deduzimos:

dF:—SdT—pdV%s(T):%:%

Assim, da primeira das equacgdes anteriores, tem-se:

op

—rL _
YT

Invocando, agora, a eq. (4), reproduzimos a Lei de Stefan:

du

du = T—dT —u=ocT*
Adicionalmente, obtemos:
S 4
Z =0T
v S 30

Encontramos assim a entropia total do campo de radiagdo — mas nao encontramos
como essa entropia se distribui pelas diferentes radiagdes, com diferentes frequéncias,
que constituem o campo. De forma andloga a [, definimos L, como a entropia transpor-
tada pelas radiacbes com frequéncia . Naturalmente, designamos L, por intensidade
espectral de entropia e, tal como a intensidade espectral de energia, € uma caracteristica

de cada feixe da radiagdo térmica. Ora, da mesma forma que:

4 —00
u = - dvl, = oT*
¢ Jo
também, por definigao, se tem:
4 o0
s = il dvL, = oT?
¢ Jo
e tal como @ = l , obtemos
du T
oL, 1
oI, ~ T ©)
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FIGURA 3. Wilhelm Wien (1864-1928).

Um passo importante na determinacéo de L, foi dado por Wien (1893). Nao reprodu-
ziremos aqui toda a belissima andlise que efetuou, mas serdo indicadas sumariamente
as ideias principais. Wien imaginou uma diminui¢do adiabatica do volume ocupado pela
radiacao e considerou o que se passa junto a uma das paredes, refletor perfeito, por hi-
potese. Essa parede move-se lentamente; como consequéncia, a radiagdo nela incidente
com uma frequéncia v é refletida com uma frequéncia ligeiramente maior (efeito Doppler).
A relagdo entre a frequéncia da radiagdo incidente e a frequéncia da radiagdo refletida é
bem conhecida. Wien considerou, a seguir, o balango energético na superficie do espelho
— em cada segundo, desaparece energia do feixe incidente porque se refletiu no espelho
(alterando a direcdo de propagacao) e aumenta a intensidade da onda refletida. A diferen-
¢a, que seria nula se o espelho estivesse parado, ndo é, agora, nula, por duas razées: por
um lado, o espelho realiza trabalho contra as forgas de pressao e, por outro lado, no seu
movimento o espelho rouba volume, diminuindo a energia associada quer com a radiagao

incidente quer com a radiagao refletida. Entrando em conta com todos estes fatores, Wien
. I .
concluiu que % permanece constante durante o movimento lento do espelho. Mas sendo
v

lento, a transformagao é adiabatica e, portanto, a entropia ndo pode variar. Repetindo a

andlise feita para a energia (mas com uma simplificagdo — o movimento do espelho gera

L
trabalho mas nao entropia), obtemos outra conclus3o: —12/ deve ser constante. Ora, sendo
v

I, L
L, funcdo de I, ,eq. (5), e permanecendo —g e —12' constantes, entdo deve ser:
v’ v

L, I,
P (3)

onde F' é uma fungdo desconhecida. Mas usando a eq. (5), obtemos:

19 [, (L\] 1./(L
r=ar [ ()] = o ()

onde a plica designa a derivada da fungdo F' em ordem ao seu argumento. Podemos rees-

crever este resultado de outra forma:
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e

Foi dado um grande passo na solugdo do problema proposto por Kirchhoff — a intensida-
de espectral, funcdo da frequéncia e da temperatura, depende de uma fungdo de uma tnica
variavel. O problema ficou consideravelmente simplificado — encontrar a fungao f ()!

Notar-se-a como a lei de Stefan é reobtida, mesmo sem conhecermos esta funcio:

47

_47r°° 4 [° B
- ¢

dvl, = = [ dw? <5>
C 0 v C 0 Vyf T

U

T4 /OO dza®f (x) (7)
0

Assim, a constante de Stefan-Boltzmann é deduzida, se conhecermos este integral. O

simples facto do integral ser finito indica-nos que a fungao f (x) deve anular-se, mais
rapidamente que —ppara — 00, Por outro lado, ela também se deve anular para fre-
x

quéncia nula ( = 0), correspondente a um campo estatico e que, portanto, ndo pode
transmitir energia. Assim sendo, a intensidade espectral I, considerada como fung&o da
frequéncia v/, deve passar por um maximo, e facilmente se conclui que a frequéncia deste

maximo (,,) é proporcional & temperatura:

VU < T

FIGURA 4. A lei do deslocamento de Wien. O maximo da intensidade espectral desloca-se para menores comprimentos
de onda quanto maior a temperatura.

Deste modo, quantomaior for a temperatura, tanto maior é a frequéncia onde é maxima a
intensidade espectral — em linguagem simples, obtemos a cor do objeto quente. Esta rela-
cdo é conhecida por lei de deslocamento de Wien (justificagdo do prémio Nobel que recebeu
em 1911) e estd bem de acordo com a nossa experiéncia — quando aguecemos um corpo,
ele comega a emitir radiagdo no infravermelho, depois no vermelho, amarelo, azul, ultra-
violeta... Os sucessivos menores comprimentos de onda traduzem fielmente as sucessivas

maiores frequéncias da radiagcdo dominante (FIGURA 4). Da experiéncia, obteve-se:

AT = 0,2898cm K 8)

Assim, & temperatura ambiente (1" = 300K), a radiacdo térmica dominante tem com-
primento de onda \,, =~ 96um, isto &, no infravermelho. Um corpo que assim emitisse
parecer-nos-ia bem negro!

Falta determinar a fungdo f (ac) Resultados experimentais levaram Wien (1896) a propor:
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I, = e T 9

onde « e b sdo constantes ajustaveis. A férmula parecia funcionar muito bem: medidas efe-
tuadas por Friederich Paschen (1897), no infravermelho préximo A = 1 — 8um e numa
extensa gama de temperaturas (1" = 400 — 1600K), mostraram-se em excelente acordo
com a formula de Wien. Contudo, em 1900, dois grupos experimentais em Berlim encontram
desvios a formula de Wien, tanto mais pronunciados quanto maior fosse o comprimento de
onda ou maior a temperatura. Curiosamente, os resultados experimentais para essas regioes
pareciam aproximar-se bastante bem de uma férmula desenvolvida por Lord Rayleigh nesse
mesmo ano (1900). Vejamos os passos essenciais que conduzem a essa formula.

Como vimos, a fungao f (a:) eq. (6), é universal e independente da natureza dos corpos
que geram a radiagao. E, obtido o equilibrio térmico, podemos mesmo dispensar os corpos,
considerando, apenas, a radiagdo que enche uma cavidade rodeada por paredes reflecto-
ras. E facil mostrar que a energia da radiagdo esta associada com as diferentes radiagées,
independentes umas das outras, cada uma das quais comportando-se como se fosse um
oscilador harménico. Em Junho de 1900, Rayleigh aplicou diretamente a Mecéanica Estatis-
tica Classica a este conjunto de osciladores de radiagdo, obtendo:

8

Uy = 73V2kBT
c
O leitor logo se apercebe que algo estd mal — se esta expressao fosse verdadeira, entdo

o integral na eq.(7) diverge! O préprio Lord Rayleigh se apercebeu deste absurdo e sugeriu

T
que a sua férmula seria uma lei limite, valida se — for grande. Mais tarde, no mesmo ano,
v

propos, sem justificar, a forma:

Uy = auQTe_LTV
conhecida por formula de Rayleigh. Tentou ajustar as constantes, mas cometeu um erro
que seria corrigido por James Jeans (1905), passando a chamar-se férmula de Raylei-
gh Jeans a primeira expressao de Rayleigh. Esta designacg3o, que o uso consagrou, € um
pouco injusta, porque Einstein, em Margo de 1905, no seu famoso artigo sobre o efeito
fotoeléctrico, reobtém a primeira formula de Rayleigh usando um modelo para o oscilador
harmdnico material, como veremos a seguir. Esse modelo havia ja sido considerado por
Planck, em 1900, e a importancia do trabalho de Einstein consiste em exibir, claramente,
que o falhango da Mecénica Estatistica Classica esta ndo s6 na sua aplicagdo aos oscilado-

res de radiagdo (como fez Rayleigh) mas aos préprios osciladores materiais.
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FIGURA 5. Lord Rayleigh (1842-19189), Prémio Nobel 1904.

Qualquer modelo suficientemente realista da matéria serve para calcular a fungéo
f (x) Em 1897, J. J. Thomson descobre o eletrdo e torna-se possivel modelizar o atomo,
como o fez, logo em 1898, H. Lorentz, obtendo excelentes resultados para a interpretagao
das propriedades dieléctricas e magnéticas da matéria. 0 modelo de Lorentz supde que
o eletrdo esta preso por uma forga elastica ao resto do atomo. Imaginemos, entdo, um
oscilador harmanico linear, movendo-se na diregdo x, sujeito a atrito (para haver absorgao
de energia — mas n3o é necessario discutir a natureza deste atrito e podemos, mesmo, con-
siderar a sua grandeza arbitrariamente pequena) e submetido a accdo do campo elétrico
da radiagdo®:

mi + myz + mwiz = g By (t) (10)

Aqui, —myx é a forga de atrito e mwg é a constante eldstica, sendo, pois, wyp a fre-
quéncia propria do oscilador. Como referi, esta equacao havia ja sido utilizado por Lorentz
para calcular a suscetibilidade elétrica, e por Planck (1900) que considerou o campo elé-
trico da radiagao. E facil calcular a resposta do oscilador a um campo elétrico harmanico.
Por sobreposigdo destas solugdes, obtemos a resposta para um campo eléctrico arbitrario.
Assim, podemos calcular a poténcia média absorvida, pelo oscilador, do campo de radia-

¢do. Se o amortecimento for pequeno, essa absorgdo é maxima para frequéncias préximas

da ressonancia (1/ = ﬂ) , encontrando-se:
2
aw 1 q2
— = E,(t t) = =
(F) =~ Bwe) - 5=t a

Mas se o oscilador tem uma carga (qe), entdo vai emitir radiacdo — é, também, relativa-
mente simples, embora demorado, calcular a poténcia média emitida sob a forma de radia-
cdo. Trata-se de radiacio dipolar e, sob as hipdteses (que simplificam o célculo, mas nio
restringem as conclusdes) de fraco amortecimento e pequenas velocidades do oscilador

(comparadas com a da luz, no vazio), encontramos:
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aw 1 ¢ ,
=2 — e 2(E
< dt >em 6meo m" (E) (12)

onde (E> designa o valor médio da energia do oscilador (soma das energias cinética e
elastica). No equilibrio, o oscilador deve absorver, em cada segundo, tanta energia quanto

a que emite. Assim, obtemos:

(B (13)

Estes resultados eram, entao, bem conhecidos em 1900. Se usassemos a Fisica Estatis-
tica Classica para calcular o valor médio da energia do oscilador (igual a k31, onde kp é
a constante de Boltzmann, razao da constante dos gases perfeitos pelo nimero de Avoga-

dro), encontravamos a férmula de Rayleigh-Jeans:

_ 87kp

Uy = —3 V2T (14)
c

Foi o que fez Einstein, em 1905, para mostrar que algo errado se passava com a Fisica
Estatistica Classica. Ao fazé-lo, reproduziu o resultado de Rayleigh, mas, curiosamente, ndo
foi isto que fez Planck, em 1900, como veremos noutro artigo?.

O leitor notara que a expressao anterior satisfaz a forma genérica deduzida por Wien. Mas
aintensidade espectral assim obtida, para além de originar um valor divergente para a cons-
tante de Stefan-Boltzmann, indicava que um corpo radia tanto mais energia quanto maior for
a frequéncia da radiagao. Se o leitor abrisse uma fornalha, receberia intensa radiagao ultra-
violeta e ainda mais intensa radiagdo-X. Algo estava muito errado, passando a designar-se

por catdstrofe ultravioleta este comportamento absurdo previsto pela Fisica Classica.

REFERENCIAS

LLAGE, E., A radiacao térmica, Rev. Ciéncia Elem., V8(3):032. (2020). DOI: 10.24927/rce2020.032.

2LAGE, E., Introducdo & Termodindmica, Rev. Ciéncia Elem., V7(2):020. (2019). DOT: 10.24927/rce2019.020.
3LAGE, E., O oscilador harmdnico, Rev. Ciéncia Elem., V7(2):033. (2019). DOI: 10.24927//rce2019.033.

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2021.027 | junho de 2021 8


https://rce.casadasciencias.org/rceapp/art/2020/032/
http://doi.org/10.24927/rce2020.032
https://rce.casadasciencias.org/rceapp/art/2019/020/
http://doi.org/10.24927/rce2019.020
https://rce.casadasciencias.org/rceapp/art/2019/033/
http://doi.org/10.24927/rce2019.033
http://doi.org/10.24927/rce2021.027

