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Funcao logaritmica

Jodo Nuno Tavares, Angela Geraldo
CMUP/ Universidade do Porto

Uma funcéo real L : R* — R, chama-se uma fungao logaritmica quando tem as se-
guintes propriedades:

A) L é uma funcdo estritamente crescente, isto é, z < y < L (z) < L (y)ou L é
uma fungdo estritamente decrescente, isto é, © < y < L (z) > L (y);

B) L (zy) = L (x) + L (y) para quaisquer =,y € R,

Paratodo z € R™, o nimero L (37) é o logaritmo de .

Propriedades
As provas de cada uma das propriedades que se seguem, consideram que L é uma fungdo
estritamente crescente. Quando L é uma fungio estritamente decrescente, as provas séo
analogas.

1) Injetividade: Uma fungdo logaritmica é sempre injetiva, ou seja, nimeros positivos
diferentes tém logaritmos diferentes.

Considerando T e ¥ esses nimeros, podemos entdo ter que x < y ou x > y. Se
x < y resulta da propriedade A) que L () < L (y). Da mesma forma, se > y entéo
L (xz) > L (y). Nos dois casos, considerando  # 3 temos que L (x) # L (y).

2) Logaritmo de 1: O logaritmo de 1 é zero, pois da propriedade B) resulta que,
L(1)=L(1x1)=L(1)+L(1)logo L(1)=0.

3) Os numeros maiores do que 1 tém logaritmos positivos e os nimeros positivos meno-
res do que 1 tém logaritmos negativos.

Sendo L uma fungdo crescente, consideremos 0 < x < 1 < y. Temos entdo que
L(z)<L(1)<L(y)istoé, L(x) <0< L(y).

4) Paratodo x > (O tem-se L (1/x) = —L (z) .
Considerando T e 1/:): temos que, T - (l/x) =1, donde pelas propriedades B) e 3),
temos L (x) + L (1/x) = L (1) = 0. Portanto, concluimos que L (1/x) = —L (z).

5) Para quaisquer =,y € R™ tem-se L (z/y) = L (z) — L (y).
Esta propriedade decorre imediatamente da propriedade anterior, pois

L(z/y)=L(z-(1/y)) = L(x)+ L(1/y) = L(z) = L (y).

6) Para todo 2 € R™ e para todo o niimero racional 7~ = p/q tem-se

L(z")=r-L(x).
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Comecemos por notar que a propriedade A) se estende a um produto de um qualquer
nimero de fatores: L (x1 X ... X &) = L (z1) + L (z2) + ... + L (xy,).
Em particular, se n € N temos que:

Lz")=L(xx..xx)=L(z)+L(x)+..+L(z)=n-L(z).

e fica assim a propriedade provada para r nimero natural.
Para 1 = () esté provado, umavez que, z° = 1,logo L (wo) =L(1)=0=0-L(z).

Considerando 7 um ndmero inteiro negativo, 7 = —n com n € N, temos pelas pro-
priedades das poténcias que 2" -z~ " = 1. Logo, L (z")- L (:13_”) =L(1) =0,
concluimos ento que L (z~ ") = —L (2™) = —n - L (z).

q
Finalmente, para 7 um nimero racional, 7 = p/q temos que (z")? = (xp/q) = zP,

Pelo provado anteriormente sabemos entéo que

q-L(z") = L((=")) = L(=") =p-L(x).

Concluimos entdo que ¢ - L (z")
L (z),ouseja, L (") =7+ L(x).

p- L (x) donde resulta que L (z") = (p/q) -

Inversa da funcao logaritmica
Recordemos que a inversa da fungao exponencial de base a é a fungéo [0g,x : Rt - R,
que associa a cada nimero real positivo 2 > 0 o numero real l0g,x, chamado logaritmo

de x na base a. Por definigao de fungao inversa temos entdo que:
a9 = g elog, (a%) =
Portanto, [og,x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o0 nimero x:
y = log,r < a¥ = x.

Em seguida, vamos provar que para toda a fungéo logaritmica L, com as propriedades
anteriormente definidas, existe a > 0 talque L (z) = log,x , paratodo = € R,

Suponhamos que L éuma fungao estritamente crescente (o caso em que é estritamente
decrescente é tratado igualmente).

Vamos admitir para ja que L (a) = 1 para um certo a € R™, que é tnico. Veremos
depois que esta hipotese nio é restritiva.

Como L é uma fungdo estritamente crescente, e L (1) =0 < 1 = L (a), deduzi-
mos que a > 1. Paratodo m € N temos que:

L(@")=L(axax..xa)=L(a)+L(a)+..+L(a)=14+1+..+1=m.

0=L(1)=L(a™-a™)=L(@™)+L(a"™) donde concluimos que

L (a*m) = —m.Se r=m/n com m € N en €N entdo rn = m, e portanto,
m =L (a™) = L((a")") =n- L (a") donde concluimos que L (a") = L
n

Finalmente se  for um numero irracional, entdo, tomando 7 e S dois nume-
ros racionais arbitrarios tais que r < x < s, temos que, uma vez que ¢ > 1,
r<zr<s=adad <a®*<a®=1L(a")<L(a")<L(a’®)=r<L(a") <s.
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Como 7 e s sdo arbitrarios, segue-se por enquadramento de limites e por unicidade do
limite, que L (a”) = x paratodo = € R.

Portanto, L (y) = log,y paratodo y > 0.

Vejamos agora que a hipdtese anteriormente assumida de que L (a) = 1, para um cer-
to L (a) = 1, que é tnico, no é restritiva.

Consideremos entdo o caso geral, em que temos uma fungdo estritamente crescen-
te L:RT = R. Entdao L (zy) = L(x)+ L(y), e como 1 < 2 devemos ter que
0=L(1) < L(2)="b,istoé, b>0.Seja M : RT — R uma nova fungao, definida
por M (z) = L (x) /b.

Esta fungcdo é também estritamente crescente, transforma somas em pro-
dutos e cumpre M (2) = 1. Logo, pela primeira parte da demonstracdo, tem-

-se M (x) =logox para todo g > (. Portanto, para todo x>0 temos,

o oM(@) _ oL(@)/b _ (21/b> G @) onde a — 21/b.

L(z)

Tomando [og,x de ambos os membros da igualdade anterior, x = a¢~\*/, vem final-

mente log,x = L ().

Base da fungao logaritmica
Na secgao anterior provamos que uma qualquer fungdo logaritmica, L (w) é sempre igual

ao logaritmo de x numa base a, onde L (a) = 1.

Mudancga de base
Consideremos L e Ly duas fungdes logaritmicas com bases a e b, respetivamente. A

férmula que nos permite efetuar a mudancga de base € a seguinte:
Lo (z) = Ly (b) - Ly (2).

Por exemplo, tomando a qualquere b = 2,efazendo t = L, (z) e v = Lo (z), entdo
t

a' =z e 2 = x. Se escrevermos ¢ = L,(2) sabemos que é equivalente a a“ = 2,
logo, z = a' = 2" = (a“)” = a® portanto t = cv,isto é, Ly (z) = Lq (2) - Lo (1)
para todo x > O.

Aplicando o mesmo raciocinio, podemos concluir que a igualdade:

Lo (x) = Lo (b) - Ly (x) é vélida em geral.

REFERENCIAS

LLIMA et al., A Matematica do Ensino Médio - Volume 1, 22edi¢do, Colegdo do Professor de Matematica, Sociedade
Brasileira de Matematica. 1997.

2LLIMA et al., Logaritmos, Instituto de Matematica Pura, VITAE Apoio a cultura, educagdo e promogao social. 1991.

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2021.029 | junho de 2021 3


http://documento.ifnmg.edu.br/action.php?kt_path_info=ktcore.actions.document.view&fDocumentId=1504
http://doi.org/10.24927/rce2021.029

