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Referenciais
uniformes
equiangulares

Nuno Sa
Universidade dos Agores

Um conjunto de linhas diz-se equiangular se os angulos internos entre qualquer par de
linhas for o mesmao. E diz-se uniforme se se espalhar pelo espagco da maneira mais unifor-
me possivel (num sentido descrito mais precisamente no texto). Os versores dum conjun-
to de linhas uniforme e equiangular constituem uma base para um referencial uniforme
equiangular, sendo os referenciais cartesianos um caso particular deste tipo de referen-
cial que ocorre em todas as dimensoes, mas podendo haver outros, o que depende cru-
cialmente da dimensao do espaco. O problema de classificar todos os referenciais unifor-

mes equiangulares para dimensdes arbitrarias é um problema em aberto na Matematica.

Referenciais uniformes
Um referencial uniforme normalizado para um espaco vetorial d-dimensional é um conjunto
de 1 > d vetores unitarios ; para o qual qualquer vetor desse espago admite a decom-

posigcao
n
L d " I
U= — E c;u; sendo ¢; = [i; - U (1)
n -
=1
Quando 1 = d o referencial uniforme é uma base ortonormada. Quando 1 > d aredun-

dancia da informag&o contida num maior nimero de componentes ¢; do que a dimenséo do
espaco encontra aplicagdes tedricas na Teoria da Informacéao e praticas nas Telecomunica-
coes.

Um referencial uniforme pode ser representado na forma duma matriz u cujas componen-

tes [tk; sdoa k-ésima coordenada do vetor ;
M1t H12 - Hin
Hd1  Hd2 -+ Hdn
Pode-se mostrar! que a condigéo (1) € equivalente a

u.uT:E[d_ 3)
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Retas equiangulares
Um conjunto de retas equiangulares pode ser descrito por 7 vetores unitarios ; para os

quais o produto interno entre qualquer par deles seja 0 mesmo:

1 se 1=3
TN _ = . = J
(u-u )ij_ ! J_{ip se i#£] @)

Os dois sinais possiveis para o produto interno refletem a arbitrariedade na escolha do
sentido do vetor que representa cada reta. O angulo comum feito entre todos os pares de
retasé 6 = cos™ p.

A existéncia de retas equiangulares é um problema antigo, dependente da dimensdo d
do espaco e do numero 1 de retas. Pode n3o ter solugdo ou ter uma ou mais solugoes, cada
uma para um diferente valor do “4ngulo” p, mas tem que ser n < d (d + 1) /2. Este valor
maximo de 7 sé é possivel para certas dimensdes?. Alguns conjuntos concretos de linhas
equiangulares em diversas dimensdes podem ser encontrados em?®.

Quando os vetores dum referencial uniforme representam retas equiangulares, eles po-
dem entéo ser descritos por matrizes retangulares n X d que obedecam as equacdes (3) e

T

(4) para u - ul'e para u~ - u.Pode-se mostrarl# que, quando a solugdo existe, o angulo p

entre as linhas é dado por

9 n—d
= 5
p dn—1) (5)
e que tem que ser
dgngd(d;l) )

Exemplos
Na FIGURA 1 apresentamos trés casos para ilustrar o conceito de referencial uniforme

equiangular. Temos:

1 X 31 1 L
Esquerda u = v2 ,u-uT:[% %]euT w=|, V2
0 V2 2 2 Vo 1
1 L o —L
Ve V2
1 X o0 -1
LE L
Tou= | V2 L vE D
0 7 1 7%
L 0 4 1
L V2 V2
1 % % T 3.0 T 1 % %1
. B L B
Direita u = 0 N —[0 3}eu u= |3 1 —3
2 2 2 % _% 1

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2020.047 | junho de 2021 2


http://doi.org/10.24927/rce2021.047

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

FIGURA 1. O sistema de eixos da esquerda € equiangular, pois s6 tem duas retas, mas néo ¢ uniforme - falha a equagéo (3).
0 do meio é uniforme mas nao é equiangular, pois cada reta faz angulos de 45° ou de 90° com as outras - falha a equagao
(4). O da direita € um referencial uniforme equiangular.

Solugoes
Nao dispomos de um método sistematico para encontrar referenciais uniformes equiangula-
res para todas as dimensdes. Sabemos que existem as seguintes solugdes triviais:
Para d = 1 qualquer valor de 7. fornece uma solugio com p=1.
Quando 7 = d os referenciais ortonormados sdo solugdes com p=0.
+ Quando n = d + 1 hé& sempre solugdo com p = l/d.
Fora destes casos, sabemos que, para que haja solugio (mas sem a garantir), é necessario
que se verifiqguem as seguintes condigoes*:
Sen = 2d
n=a?+0b+1lcomabeN (7)

Caso contrario

Para as dimensdes mais baixas conhecem-se todas as solugdes. Em duas dimensdes so6
ha as duas solugdes triviais: os dois eixos cartesianos e os trés eixos do exemplo da direita
na FIGURA 1. Em trés dimensdes ha as trés solucdes representadas na FIGURA 2, uma delas
nao sendo trivial. Na TABELA 1 indicamos os valores de 7 e de p para as solugdes nao triviais

existentes até a dimensdo d = 11. Tabelas mais extensas podem ser encontradas em?.

FIGURA 2.Em 3 dimensdes hatrés solugdes: n = d = 3 eixos ortogonais fazendo angulos de 90° (trivial), n = d + 1 = 4 ei-
x0s fazendo angulos de cos~* (1/3) = 70, 53 ° (trivial) e n = 2d = 6 eixos fazendo 4ngulos de cos—! (1/\/3) = 63,43

Todas elas sao facilmente visualizaveis usando os eixos que unem as faces opostas ou os vértices opostos de sélidos plato-
nicos. No primeiro caso as 6 faces dum cubo ou os 6 vértices dum octaedro, no segundo caso as 8 faces dum octaedro ou os
8 vértices dum cubo e no terceiro caso as 12 faces dum dodecaedro ou os 12 vértices dum icosaedro.
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TABELA 1. O problema dos referenciais uniformes equiangulares é muito irregular na dimensao: para certas dimensges nao
ha solugdes nao triviais e para outras hd mais do que uma.

d 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11
n(1/p))..|6 (V5)|..|10(3) |16 3) 14253\(/??) 18 (VIT)|16(5)

Espagos complexos
A definicao de referencial uniforme equiangular, equacgées (3) e (4), mantém-se para espa-

¢os vetoriais complexos, apenas com a seguinte modificagdo em (4):
i fijl = pseii # j. ©
As equagdes (2) e (5) mantém-se validas no caso complexo, mas nao (6), que passa a ser®:
d<n<d (10)

Os referenciais uniformes equiangulares maximos, isto é, para os quais n = d2, desem-
penham um importante papel na Teoria da Informag&do Quantica, visto que os espagos veto-
riais da Mecéanica Quantica sdo complexos, com possiveis aplicagdes no dominio da compu-

tagdo quantica.
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