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Circuitos eleétricos

Eduardo Lage

Universidade do Porto

Circuitos elétricos fazem parte da nossa experiéncia quotidiana, das correntes continuas
geradas por baterias em automdveis ou pilhas em teleméveis, as correntes alternadas que
alimentam fogdes e frigorificos ou iluminam as ruas das cidades. Em todos, ha dissipagdes
de calor em resisténcias elétricas, sempre presentes e que se juntam a bobinas e condensa-
dores para completarem os elementos dos circuitos mais simples. As leis de associagao des-
tes elementos facilitam a andlise de qualquer circuito, ainda mais simplificada pelo conceito

de impedancia que unifica o estudo de circuitos cc e ac, ambos sujeitos as leis de Kirchhoff.

Aplicando um campo elétrico a um metal verifica-se o aparecimento de uma corrente

elétrica que satisfaz a lei de Ohm (1827):
i=okE (1)

Aqui, o é a condutividade do metal, designando-se por resistividade o seu inverso:
1

p = — (unidade S.I. ohm*m). A tabela seguinte mostra os valores da resistividade, a
o

temperatura ambiente, para alguns metais. A resistividade aumenta com a temperatura,

tipicamente da ordem de 0,5%/ K.
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Metal P (><10_8Qm)
Aluminio 2,65
Constantan 47
Cobre 1,7
Prata 1,6
Ouro 2,4
Ferro 10
Niquel 59
Platina 11
Aco 96
Zinco 59
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FIGURA 1. George Ohm (1789-1854).

A equacéo (1) exibe claramente uma quebra de simetria por inversdo do tempo?, uma
propriedade caracteristica de um fendmeno irreversivel. E, de facto, o trabalho realizado
pelo campo elétrico em cada segundo e por unidade de volume, é convertido em calor
(calor de Joule).:

82w

7&:}5:,0? 2)

[«

A FIGURA 2 mostra uma porcdo de um condutor cilindrico (raio a, comprimento [), nas
extremidades do qual é aplicada uma diferenca de potencial /4 — V. O cilindro € atra-
vessado por uma corrente, de intensidade I, que se distribui uniformemente na secgéo

transversal e ao longo do eixo.

FIGURA 2. Condutor cilindrico.

Assim, é ¢ = LQ e, da equacdo (1), resulta:
Ta

pl
VA—VB:EZ:—QIERI (3)

Ta

onde:
pl

e @

¢ a resisténcia do trogo considerado. Esta expressao é generalizavel a qualquer outro tipo
de seccéo reta, bastando substituir o denominador pela area dessa secgéo. Se se conside-

rar um condensador plano cujas armaduras sio as bases destes cilindros, a sua capacida-
8071'&2

deé? C = . pelo que RC' = ggp. Ver-se-a que esta relagdo é mais geral do que

aparenta neste exemplo.
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A FIGURA 3 representa duas superficies cilindricas coaxiais, de comprimento [ e raios
a < b. 0 meio entre as superficies ¢ um condutor (p). O cilindro interior é mantido ao

potencial V; e o exterior ao potencial V, < Vj, pelo que existe um campo elétrico radial

que origina uma corrente também radial, 7,, = 2 . Pela lei de Ohm, é:

wr

i PL 0 P (R
ET_mT—Qm”l— 87’_>VZ < 10g<

Assim, a resisténcia deste condutor é:

_ P e (P
R= 27Tllog (a) (5)

Comparando este resultado com a capacidade de um condensador formado pelas mes-

mas superficies cilindricas, obtém-se RC' = pe(, como no exemplo anterior.

FIGURA 3. Condutor cilindrico.

A FIGURA 4 mostra duas superficies esféricas, concéntricas, de raios R; < R.. O espa-
¢o entre as superficies é inteiramente ocupado por um meio condutor. Estabelecendo uma

diferenca de potencial V' entre as esferas, é criado um campo elétrico radial e, portanto,

1
também uma corrente radial 7, = Pk A lei de Ohm da:

T
, pl pl (1 1
E = = V = — _—— —
r = Pl 4d7r? - 47 (R1 R,

A resisténcia deste condutor é:

_r (Lt 1 6
R_47T<Ri Re> ©

Comparando com a capacidade de um condensador com a mesma geometria, obtém-se

RC = peg, como antes.
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FIGURA 4. Condutor esférico.

Esta relacao, verificada nestes trés exemplos, entre capacidade de um condensador e
a resisténcia de um condutor com a mesma geometria, ndo é fortuita. Basta lembrar que,
para a mesma diferenca de potencial (e, portanto, o mesmo campo elétrico), esta determi-
na a carga do condensador (multiplicando aquela por ') e a corrente no condutor (dividin-
do aquela por R). A relacdo é bastante genérica.

Para todos os exemplos anteriores, é facil mostrar que o calor de Joule libertado em
cada segundo, é:

0Q

5 RI? )

A FIGURA 5A) exemplifica a associagdo de resisténcias em série: a corrente é a mesma

para cada resisténcia, pelo que a diferenga de potencial entre os terminais da série é:
V =RiI+ Rol + R3]+ Ryl = (Ri+ Ry + R3+ Ry) I = Regl
onde:
Reg = R1+Ro+ R3+ Ry (8)

é designada por resisténcia equivalente, uma resisténcia que pode substituir o conjunto,
gerando a mesma tensdo para a mesma corrente e libertando o mesmo calor de Joule
que é totalmente libertado nas resisténcias individuais.

A FIGURA 5B) mostra a associagdo em paralelo das mesmas resisténcias. Agora, a ten-

sdo é a mesma nos terminais de cada resisténcia, tendo-se:
Va—Vp =R} = Roly = R3l3 = E4ly

A corrente que atravessa o conjunto é:
IZIl+IQ+I3+I4:<VA—VB) <+—|—-|-
onde, agora, é:

Ry R R B R ©
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com o mesmo significado anterior.

A) B) A
It
W MW MWW
_,Rl - BQ - Rg - R4_, Rl% RQ% RB% R4%
It 2t 13t I44
It
B

FIGURA 5. A) Associag@o de resisténcias em série. B) Associagao de resisténcias em paralelo.

Este conceito de resisténcia equivalente é muito Gtil por simplificar a analise de cir-
cuitos elétricos.

Um circuito elétrico de corrente continua (cc) é um conjunto de condutores e uma,
pelo menos, forca eletromotriz (bateria, pilha). Um nodo é um ponto onde se ligam trés
ou mais condutores; uma malha é um circuito fechado integrado no circuito elétrico. Ha
duas maneiras distintas de tratar as correntes. Numa, é atribuida uma corrente a cada
ramo (i.e., o condutor que liga dois nodos consecutivos) e escrever que a soma algébrica
das correntes é nula em cada nodo (primeira lei de Kirchhoff). Na outra, atribuem-se
correntes de malha, reduzindo significativamente o nimero de incdgnitas, ficando auto-
maticamente satisfeita aquela lei. A segunda lei de Kirchhoff, comum aos dois métodos,
estabelece que a soma algébrica das quedas de tensdo em cada malha iguala a soma
algébrica das f.e.m. presentes nessa malha.

A FIGURA 6 representa a ponte de Wheatstone, um dispositivo para medir resisténcias
elétricas. A ponte diz-se em equilibrio quando n&o passar corrente através do amperime-
tro G (de resisténcia interna r). O circuito é facilmente analisado com as trés correntes

de malha identificadas na figura:

V:Rl(I—Il)—I-Rg(I—IQ)
O:Rl(fl—f)—l-Rle—i-T(Il—Ig)
O:T(12—11)+R412—|—R3(12—I)

Este sistema é resolvido sem dificuldades; a corrente que passa no galvanémetro é
I — I x R1 Ry — R2R3.Se Ry for um redstato, a sua resisténcia pode ser ajustada

até a ponte equilibrar, i.e., R1 R4 — RoR3 = 0 o que permite medir, por exemplo, R,
se as outras resisténcias forem conhecidas.

FIGURA 6. A ponte de Wheatstone.
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A FIGURA 7 mostra uma ligacdo de resisténcias “em cascata” infinita. Contudo, a resis-
téncia I, medida a partir dos terminais AD é finita. Com efeito, a resisténcia da cascata

a jusante de BC é igual a resisténcia da cascata completa (FIGURA 8). Ent3o:

RR, 1++5
Ry =R & - Reg=—=—R
eq + R + Req eq 92
A R B R R R
\ M\ = = = = — —~ — -
—AN J}W&LWJ‘ HJ‘VI | i
=R =R =R =R I I
— 3 3 3
D C
FIGURA 7. Cascata de resisténcias.
FIGURA 8. Resisténcia equivalente da cascata.
. - + - . , .
0 aparecimento da razao dourada o = — nao € fortuito, como se vera a seguir. A

FIGURA 9 mostra a cascata de resisténcias, agora finita e fechada por uma resisténcia R

FIGURA 9. Cascata finita exibindo a repetigao de quadripdlos.

O potencial é nulo em todo o condutor inferior e, no superior, sdo indicados os poten-
ciais em cada nodo. As linhas azuis mostram que existe um elemento repetitivo designa-

do por quadripolo?, que se reproduz na FIGURA 10.

FIGURA 10. Quadripolo.
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Um quadripolo relaciona linearmente as variaveis de entrada (tensio e corrente) com

as variaveis de saida, definindo, dessa forma, a matriz de transferéncia:

Vi = Vir1 + RI,
Vi1 = R (Ig — Ip41)

A matriz de transferéncia 7" obtém-se facilmente a partir das relagdes anteriores:
Vi 2 1
N k| Vit | _ | Vit
RI; 1 1| |Rlg Rl

Da FIGURA 9, conclui-se que estas relagdes sao validas para  — 0,1,...,n — 1. Entdo:

Vol _cm| Vol _m [B
el

Aqui, a Ultima igualdade resulta do fecho da cadeia através da resisténcia R’.

Vi =2Viy1 + Rl

RIy = Vi1 + Rl

A matriz de transferéncia é real e simétrica. Logo, diagonalizavel. Os seus valores e
vectores proprios sio ortogonais e normalizados a unidade, ficam:

1 o
vy =1+« Vyp = —F——=
* * 042—1-1[1]
1 1
t_=1- v_ = [1}
« a?2+1 |«

Daqui obtém-se:

meglel e [n )

Substituindo na equagéo (10), resulta:

v, aR+R+ (%)2 (%’—R)
Rlo gy g (i—;)n (R +aR)

Vé-se agora que a escolha R’ = R anula qualquer dependéncia no tamanho da cas-

. 0 . .
cata e determina —— = «, como se tinha encontrado atras.
0

Associagao de condensadores e de bobinas

A FIGURA 11 mostra dois condensadores ligados em série e que se imagina inseridos num
circuito elétrico. Por simples conservagdo de carga, estdo ambos igualmente carrega-
dos. Ora:
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Q  Q Q
Va—Ve A—Vs+Vs—Vo C’1+Cz Cor
A
O  p——
B
Cy
C

FIGURA 11. Condensadores em série.

A expressao define a capacidade equivalente do conjunto, i.e., a capacidade de um

unico condensador que apresenta a mesma carga para a mesma diferenca de potencial:

I -
Cog C1 ' Cy

Na FIGURA 12, os mesmos condensadores estao ligados em paralelo. Agora, a queda de

tensdo é a mesma em cada condensador:

A carga total armazenada no conjunto é

Q=Q1+ Q2= (Va—Vs)(C1+C2) = Ceq (Va —Vs)

A capacidade equivalente, com o mesmo significado atras dado, é a soma das capaci-

dades:

Ceq = C'1 + C'2 (12)

FIGURA 12. Condensadores em paralelo.
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Em ambos os casos, a energia eletrostatica acumulada no conjunto é igual & acumula-
da na capacidade equivalente. Note-se que as expressdes para a capacidade equivalente
apresentam resultados cruzados com os obtidos para a associagdo de resisténcias — tal

n3o é de estranhar se se atender ao resultado RC' = pPEo antes encontrado em diversos

exemplos.
A FIGURA 13 representa uma associagdo em série de bobinas em repouso. O fluxo mag-

nético através das duas bobinas é3:

D =L1+ Lol +2Mio1
Entdo, a f.e.m. desenvolvida entre os terminais A e B é:

dd dI dr
E=—" — (L4 Lo+2Mpy) — = —Lo,—
dt (Li+ Lo+ 12)dt “ gt

FIGURA 13. Bobinas em série.

O conjunto comporta-se como uma Unica bobina com o coeficiente de auto-inducao

equivalente:

Leg = Ly + Ly + 2My2 (13)

A FIGURA 14 exibe a associagdo em paralelo das mesmas bobinas. A f.e.m. desenvolvida

entre os terminais A e B € a mesma quer se utilize um ou outro ramo para o seu calculo:

dI, dl,
E=—Li=Y =2
Ut 1270t
dI, I,
E=—Ly= Y _ Mt
27t 1270t

FIGURA 14. Bobinas em paralelo.

Resolvendo em ordem as correntes em cada ramo e notando que a corrente I que

entra no circuito é a soma daquelas, tem-se:
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af _dh dly _ [Li+Ly—2Mp)| . E
dt— dt = dt LiLy — M2, T L

do que define a impedéancia equivalente para esta associagao:

L Lila— M
“C Ly 4 Ly —2Mys

(14)

E, pela equagéo anterior, o coeficiente de auto indugido de uma bobina que apresenta
nos seus terminais a mesma tensio para a mesma corrente /.

Em ambas associagdes, a energia acumulada pelas bobinas é a mesma que na “bobina
equivalente”. Deve-se notar que o coeficiente de indugcdo mutua ndo é necessariamente
0 mesmo nos dois casos pois que depende da distancia e orientagdo relativa das duas
bobinas.

Se este coeficiente puder ser ignorado, entdo as regras para a impedancia equivalente
s30 as mesmas que para a associacao de resisténcias. E mesmo comum ignorar o coefi-
ciente de indugdo mutua nestas definigdes e introduzi-lo como um elemento adicional na

andlise de circuitos elétricos.

Impedancias
Resisténcias, condensadores e bobinas sdo os elementos principais de circuitos elétricos
quando tensdes e correntes variam no tempo, como é o caso dos circuitos em corrente
alternada (ac). Nestes, as f.e.m. e correntes variam sinusoidalmente no tempo o que per-
mite introduzir a representagdo complexa pois que aqueles elementos originam relacdes
lineares entre tensdes e correntes. As leis de Kirchhoff sdo validas em cada instante:
em particular, para cada malha, a soma das f.e.m. quer externamente aplicadas quer
originadas na lei da indugdo de Faraday, igualam a soma das quedas de tensdo ao longo
da malha. No que se segue, aceita-se que foi ultrapassado o periodo transitério apds se
activar o circuito.

A FIGURA 15 representa um simples circuito com os elementos em série*. A fonte ex-
terna aplica uma tensao Vs (¢), obtendo-se, para a malha:

Il Q

_dQ

I =
dt

Aceitando ser Vg (t) = Vjycos (wt) = Re (Voei“’t), esta representagdo complexa
pode ser usada para a carga e corrente, sob a condigdo de, no fim dos calculos, serem
tomadas as respectivas partes reais.

Assim, obtém-se das expressdes acima, apos eliminar a carga na primeira equacgao:
1% WL+ - +R)I=Z (w) I
= | w — = w
0 wC
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FIGURA 15. Circuito RLC.

Aqui, Z (w) é designada por impedancia do circuito, um conceito inventado por Stein-

metz que, neste caso, se escreve:

1
Z(w)=1iwlL+ — +R
wC
Ora, observando o circuito, vé-se que resisténcia, bobina e condensador estdo em série
(sdo percorridos pela mesma corrente) e, observando a expressio da impedancia vé-se
que é a soma de trés termos, como aconteceria com resisténcias em série, o que leva a

atribuir as seguintes impedéancias a cada um daqueles elementos:

FIGURA 16. Charles Proteus Steinmetz (1865-1923).

resisténcia — R

bobina — iwlL
1
condensador — —
iwC
Nestas condigdes, as associagdes, atras consideradas em série ou paralelo de con-
densadores ou bobinas (ignorando o coeficiente de indugdo mudtua) conduzem a corres-
pondentes leis de associagdo de impedancias idénticas as que se obtiveram para resis-
téncias e, dessa maneira, a anélise de circuitos ac é idéntica a estudada em circuitos cc.

Regressando ao circuito na FIGURA 15, a poténcia despendida pelo gerador é

wt )
P(t)=Vs(t)I(t).ora, I(t)=Re [%} Defina-se Z (w) = |Z (w)| ),
o queorigina [ (t) = \Z‘(/O)|COS (wt — a(w)) .Em geral, define-se a poténcia forne-
w

cida pela média de P () sobre um ciclo de vibragao:
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P 1/TdtP(t) 1/Tdt vy cos (wt) cos (wt — a (w)) _Vol cos (a (w))
== = = w s (wt —a(w)) = 5 w
T Jo TJy 1Z2Ww) 212 ()]
Este resultado identifica-se com a expressao seguinte:
1 g P

E habitual dar a esta expressdo uma forma idéntica a obtida em cc, definindo-se, para
Y 1
V2 V2

méstica de 230V é uma tensdo eficaz, uma observagdo importante para aferir se um

isso, a tenséo e corrente eficazes, i.e.,, V,; = A habitual tenséo do-

el.r=

dispositivo elétrico aguenta a tensdo maxima (que é, portanto, \fQ vezes maior).

A ponte de Wheatstone (FIGURA 6), com as resisténcias nos ramos substituidas por
impedancias, pode ser analisada exatamente como antes, mas nem sempre o equilibrio
é possivel. De facto, a condigdo Z17Z4 = Z273 nunca é satisfeita se, por exemplo,

Z1=R1,Z3=Rgze Zy = Ry, Z4 = iwL ou .1
w

. Mas o equilibrio ja é possivel

se /oy = iwL, 3 =

: L. ..
,vindo Ri Ry = 5 E mais utilizada a ponte de Anderson

(FIGURA 17) que mede, simultaneamente, uma resisténcia e uma capacidade ou coefi-

ciente de auto-inducao.

FIGURA 17. Ponte de Anderson.

A ponte fica equilibrada quando o detetor D ndo acusar passagem de cor-
rente, ie., V, = V,. Nestas condices, a corrente em abc é I; e tem-se
Vo—V,=1I1(Ry+r1+wLi + R3). Esta mesma diferenca de potencial vigora

Ry (7"+ ﬁ)

para adc, ie, V.—V, =1 | Ry + 1
Ri+r+ 6

, ficando assim estabeleci-

da uma primeira relagdo entre as correntes 6L e I3, Uma segunda relacdo resulta de
Vo =Vo=Ve—=Vyie, I (R +1 +iwly) =Ry +7rl..0raly=1.+1Ise

1
Ic (r + C> = I4 Ry, o que determina, em particular, I que, substituida na igual-
iw
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dade anterior, estabelece a segunda relacdo entre I e Io. Das duas relagdes, obtém-se

a condig3o de equilibrio da ponte que é independente da frequéncia:

RoRs
Ry = —
="k, M
L1 ’I“RQ
— =R Ry + —=
c 3 <r + Ho + R )

A primeira equacdo é a mesma que para uma ponte de Wheatstone, o que ndo deve ad-
mirar porque a esta se reduz a de Anderson para (y = (). Aquela equacao permite medir
R se as resisténcias no segundo membro forem todas conhecidas. A segunda equagao
determina o coeficiente de auto-indugéo da bobina ou a capacidade do condensador.

A condicdo de equilibrio estabelece uma relagao entre impedancias, desdobrando-se,
pois, em duas equagdes quando se separam, no resultado final, a partes real e imagina-
ria. Ora, a parte imaginaria dos elementos na ponte esta sempre associada com a fre-
quéncia, o que justifica a independéncia na frequéncia das relagdes de equilibrio.

A FIGURA 17 representa uma cascata infinita de impedancias. A sua andlise é idéntica a

efetuada com resisténcias, obtendo-se facilmente a impedancia equivalente:

1 /
Zeq = 5 <Zl + Z% + 421Z2>

S6 sdo aceitaveis solugbes com Re(Zeq) > 0. Considerando, por exemplo?,

. 1 1 4L
Z1=iwLl e Zy = Pl tem-se Zoq = 5 iwlL + T w2L? |. Assim, para

w < 24/ % s0 existe uma raiz e ha lugar a dissipagao. Esta nio existe para frequén-
cias superiores aquele limite, funcionando a cascata como um filtro passa-alto. Trocan-

1 1 4L 1
do as impedancias, resulta Z., = — +

2 \iwC O w202

, havendo dissipacgao

para w > altas frequéncias, i.e., a cascata funciona como um filtro passa-baixo.

1
2V LC
Mas como pode uma associagao de bobinas e condensadores originar dissipagio? A res-
posta, em ambos os casos, reside no facto de o gerador estar sempre a debitar energia

porque esta se propaga ao longo da cadeia infinita.

7
o -

,_ 1 |

FIGURA 18. Cascata de impedancias.
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Efeito pelicular

Num condutor onde se estabelega uma corrente alternada, é gerado um campo magné-
tico que actua sobre a corrente empurrando-a para a superficie do condutor. Este efeito
pelicular depende da frequéncia imposta a corrente, designando-se por profundidade pe-
licular a distancia proxima da superficie onde a corrente preferencialmente se situa. Um
modelo simples captura a esséncia do fendmeno. Imagine-se um condutor que preenche
totalmente o espaco acima do plano xy. Para uma corrente paralela a este plano, a sua
densidade ;, ndo pode depender de x, pela lei de conservagéo de carga, nem de Y por
simetria. Assim considerar-se-4 i, (z, t), 0 que origina, por sua vez, um potencial vecto-
rial A (z,1), satisfazendo®:

1624, 24, .
2o g2 Mo

Aqui, ¢ deve ser interpretado como a velocidade da luz no metal e i deve, também,
corresponder a permeabilidade magnética do condutor, mas estas observacgdes serao
ignoradas no que segue. Ora, pela lei de Ohm, é ¢, = o F,, onde ¢ é a condutividade do
condutor que, em geral, depende da frequéncia aplicada mas que aqui, para simplificar,
se considerara constante; o campo elétrico, para além do aplicado pelo gerador, tem a

parte induzida pela variagdo no tempo do campo magnético gerado pela corrente. E este

que agora se pretende considerar para o que basta recordar® a relagdo I, = _854‘7”.
t
Assim, a equacéao anterior fica:
1 9%4, 0%A, 0A;
2T T ng
2o a2 T Mo

Para corrente variando sinusoidalmente no tempo, tem-se A, (z,t) = ™' f (2), ob-

tendo-se:
3; + Kk f=0 (16)
com:
k2 = w—j — oW
c

Para os metais, o primeiro termo, no segundo membro, s6 é comparavel ao segundo
termo para frequéncias da ordem de 10%® Hz. Assim, para frequéncias inferiores a esta,

1—1 1—2 2
&~ t+t— =4+ —,com§ = . Entao, a solugao da equacao
V3 Vi 5 \/uo?

(16) que se anula para z = 400, €

f(z) x e 5cos (g)

Acorrente 5 = —iwaesz (z) decai numa distancia da ordem de &, o comprimento
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de penetracéo pelicular. Para os condutores da tabela acima inserida, é § ~ lcm para
w ~ 100 rad/s.
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