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Imagens elétricas e o
meétodo de separacao
de variaveis

Eduardo Lage

Universidade do Porto

Nos condutores em equilibrio eletrostatico, o campo elétrico é nulo no seu interior —
todo o espaco ocupado por um condutor estad ao mesmo potencial; as cargas que es-
ses condutores possuam distribuem-se unicamente pela sua superficie de modo, em
geral, ndo uniforme e desconhecido. A determinagdo do campo de potencial elétrico
fica, assim, reduzida ao seu conhecimento no espaco livre, seja entre condutores seja
nas regioes ocas dos condutores, um problema tipico de fenémenos de influéncia elé-
trica. Mas o facto de essa solugao ser Unica, o que é aqui demonstrado, justifica a uti-
lizagao do método das imagens elétricas onde se recorre a um problema ja resolvido
para encontrar a solucao de outro problema de eletrostatica. O método da separagao de
variaveis tem inimeras aplicacoes em Fisica, sendo aqui apresentado como forma de

encontrar a solugao para alguns exemplos de interesse.

Um condutor é uma substéancia (cobre, aluminio, agco) onde se manifesta uma corrente
elétrica se for aplicado um campo elétrico. Assim, num condutor em equilibrio eletrosta-
tico, i.e., sem correntes, o campo elétrico deve ser nulo no seu interior: todo o espago ocu-
pado pelo condutor estd ao mesmo potencial elétrico. Se o condutor tiver sido carregado
eletricamente, todas as cargas localizar-se-do na sua superficie de modo nao uniforme,
em geral. A determinagdo do campo elétrico fica reduzida as regides ndo ocupadas pelos
condutores (espaco vazio livre). Este problema eletrostético pode, ento, ser formulado
como segue, aqui ilustrado para dois condutores (FIGURA 1), embora se perceba a sua ge-

neralidade.

FIGURA 1. Dois condutores e cargas (manchas vermelhas) no espago livre.
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a) O potencial elétrico deve satisfazer a equacio de Poisson no espaco livre:

- _Pr
Ap=-=L (1)
Aqui, a densidade de carga (representada por manchas vermelhas na FIGURA 1) é supos-
ta conhecida e pode localizar-se na regido exterior aos condutores ou nas suas partes ocas

(exemplificado pelo condutor A na figura) ou mesmo ser nula.
b) Num qualquer condutor é dado o seu potencial elétrico, V7:

¢ = V1 no Condutor A (2)

ou é dada a sua carga total, ()o:

Q2 _ '[EB dSi - FE = — fZB dSTi - <7 no condutor B (3)

€0

onde 72 é a normal unitdria & superficie do condutor e apontando para o espaco livre.
Deve, aqui, notar-se que em nenhum condutor sdo dadas simultaneamente estas duas
condicdes.
O caso particular p = 0 descreve os fenémenos de influéncia elétrica: as cargas nos
condutores distribuem-se para garantir que os potenciais sejam constantes em cada con-
dutor, embora essa distribuigio seja a priori desconhecida. Dada a linearidade das equa-

¢cOes de campo, segue-se que cargas e potenciais obedecem a equacio genérica:

Qi = >; Ci;Vj(i, j condutores) (4)

Os coeficientes de proporcionalidade C;; sdo designados por capacidades parciais e, em
particular, os elementos diagonais sao as capacidades dos respetivos condutores tomados
isoladamente (i.e., C;; € a capacidade do condutor 1), recordando-se, como exemplos, as
capacidades de condutores cilindricos ou esféricos obtidas noutro artigo?.

Um importante resultado para o problema eletrostatico atras enunciado, é a unicidade
de solugdo da equagdo (1) sujeita as condigdes fronteira equagdes (2) e (3).

A unicidade de solugdo traduz-se na afirmacéao, aparentemente trivial, que se for encon-
trada uma solug3o para o problema eletrostatico, entdo essa é a solugzo. E esta afirmagao
que fundamenta o método das imagens elétricas que agora se expde através de alguns

exemplos ilustrativos.

Imagens elétricas
Consideram-se, a seguir, varios exemplos.
1.2 Imagine-se uma carga pontual () situada a uma distancia d de um condutor plano

ligado a terra (i.e., ao potencial nulo), tal como representado na FIGURA 2.
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Q(0,d,0)

Condutor plano
ligado a terra
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FIGURA 2. Carga pontual em frente a condutor plano ligado a terra.

E evidente que ¢ = ( abaixo do plano; acima do plano e no plano (y > 0) deve satisfa-

zer as seguintes condigdes:

Agazf‘s’—;
()
p=0emy =20

Aqui, p1 representa a densidade para a carga pontual () em y = d, ndo sendo neces-

sario especificar a sua forma analitica.

P (z,y,z2)

(Carga de imagem)

FIGURA 3. Duas cargas iguais e de sinais contrarios originam potencial nulo no plano intermédio.

Considere-se, agora, um outro problema (FIGURA 3): duas cargas pontuais +(), sepa-
radas por uma distancia 2d. E 6bvio que é = 0 no plano equidistante das duas cargas,
perpendicular a linha que as une. O campo de potencial gerado por estas duas cargas aci-
ma do plano satisfaz as mesmas condigdes da equagéo (5) do problema anterior. Entdo, o

potencial acima do plano na FIGURA 3 é o potencial acima do plano condutor na FIGURA 2:

1 - 1
Va2t(y—d)?+22  \/a2(y+d)?22

o (2,y,2) = 7

Note-se que este potencial é valido em todo o espacgo para a FIGURA 3, mas s0 é solugéo
do problema inicial (FIGURA 2) para y > 0 que é a regido de interesse. Tendo isto presente,

facilmente se calcula o campo elétrico acima do plano condutor:

E Ty, 2) = Q (z,y—d,z) _ (z,y+d,z)
( Y ) 4meg (:v2+(y7d)2+z2)% (12+(y+d)2+z2)%
Em particular, no condutor plano (y = 0), obtém-se:
Ey(z,0,2) = Q 2d

T dmeo (m2+d2+z2)%
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Donde se deduz (teorema de Gauss) a densidade de carga no condutor plano induzida

pela presenca da carga :

Ps = _%72d 3
(x24-d2422)2

A carga total induzida pode ser obtida integrando esta expressdo sobre o plano; mas é
mais facil usar a FIGURA 3: o fluxo de 9 E,, (x, 0, z) ao longo do plano condutor é igual ao
seu fluxo através do plano que bissecta as cargas na FIGURA 3, sendo, pois, igual a carga
abaixo desse plano, pelo que a carga total induzida no plano condutor é —().

Qual a forga que se exerce sobre a carga () na FIGURA 2? Ela é devida ao campo elétri-
co gerado pelas cargas superficiais no plano condutor da FIGURA 2; mas este campo é o
mesmo que tem origem na carga —() da FIGURA 3. Assim, a forga pretendida é:

—_Q 1
by = T Admeo (2d)?

A forca é atrativa, uma conclusio genérica para este tipo de problemas, e que é bem
conhecido quando, num dia quente e seco, podemos observar a pequena faisca entre um
dedo e a porta de um automével.

Por sobreposicao, diversas outras questdes podem ser facilmente resolvidas através
do método das imagens. Por exemplo, se se considerar um dipolo elétrico? em frente a
um plano condutor ligado a terra, o campo de potencial acima deste plano é o mesmo que

o gerado pelo dipolo e pela sua imagem elétrica (FIGURA 4).

AZ
60
o
.|
| V=0
a i \v\’é-

NP

FIGURA 4. Dipolo elétrico e sua imagem.

A superficie da Terra é um fraco condutor e pode ser considerada ao potencial nulo.
Numa trovoada, a nuvem apresenta uma separacgdo de cargas elétricas formando um
gigantesco dipolo. A nuvem e a sua imagem elétrica originam o campo elétrico no espago
entre a nuvem e o solo. Quando este campo excede um valor critico, o ar deixa de ser um
isolador, dando-se a descarga elétrica entre a nuvem e o solo.

Um outro interessante exemplo é exibido na FIGURA 5A): uma carga pontual nas proxi-

midades de dois semiplanos condutores ortogonais ligados a terra.
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Carga pontual e planos condutores perpendiculares

|
|
d1—>Q —
fQ____:____Q Q'
ds r I I
] I I
‘ _I____4_____I_
1 I |
- 1 1 :
_——— e —
+Q 1 -Q +Q

FIGURA 5. A) Carga pontual em frente a dois semiplanos ortogonais condutores. B) Suas imagens elétricas. C) Forga
que se exerce sobre a carga dada.

O campo elétrico na regido de interesse (i.e., no primeiro “quadrante” da FIGURA 5A))
€ 0 mesmo que o gerado pela carga e pelas suas trés imagens elétricas (FIGURA 5B)), o
que permite facilmente calcular a forca que se exerce sobre a carga dada (FIGURA 5C)).

A FIGURA 6 exibe um eletroscdpio, um dispositivo que passou a fazer parte dos museus
de Ciéncia. Aproximando-se, sem tocar, um bastdo eletricamente carregado da mesa do
eletroscadpio, é induzida uma distribuigdo de cargas na parte metalica do eletroscdpio e

gue se manifesta na repulsdo das ldminas de ouro.

FIGURA 6. Eletroscopio.

Considere-se uma carga pontual () no exterior de uma esfera (raio R) condutora, liga-
da a terra, & distancia R + a do seu centro (FIGURA 7). E 6bvio que o potencial dentro da

esfera é nulo, interessando, pois, determina-lo apenas no exterior.

FIGURA 7. Carga pontual no exterior de uma esfera condutora ao potencial nulo.
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Atente-se, agora, na FIGURA 8 onde se representa a carga () a distancia R + a de uma
origem O arbitraria, e uma carga ()’ a distdncia R — b dessa origem, estando esta e as

duas cargas colineares, tomando-se a reta que as une para eixo z.

FIGURA 8. As cargas @ e @’ determinam potencial nulo numa superficie esférica (centro na origem, raio R), marcada a azul.

Usando coordenadas esféricas® para representar qualquer ponto P do espaco (a dis-
tancia r da origem e formando OP um &ngulo 6 com o eixo z), é facil obter o potencial

elétrico criado pelas duas cargas no ponto considerado:

__1 Q Q'
¥ (T’ 9) N \/(7'59110)2+(7' cos@—R—a)2 + \/(T'sen@)z—i-(r C()SG—R-H))2 ( )

Escolhendo convenientemente @)’ e b, obtém-se potencial nulo numa esfera centrada na

origem e de raio R (a azul na FIGURA 8). Com efeito, tem-se:

— Q Q' —
47(6095 (R7 6) - \/(Rse119)2+(Rcose—R—a)2 + \/(Rse119)2+(Rc050—R+b)2 o

_ Q/R N Q'/(R-b)
\/1—2R§a 00594—(%)2 \/1—2% COSQ+<%)2

que se anula para qualquer 0, i.e., em todos os pontos de uma esfera, se:

R+a _ R 1 _ 1 1
=73 < 1=at® 7)
=% ¢ Q=-Q¢ ®)

Deste modo, a equacio (6) representa o campo de potencial no exterior da esfera no pro-
blema original. O leitor reconhecera a equacgéo (7) como a equacao dos focos conjugados
de um espelho esférico, justificando a designagdo de ()’ como carga imagem da carga Q.

A partir da equacao (6) pode ser obtido o campo elétrico e deduzir a densidade de carga

na superficie da esfera (FIGURA 9).
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FIGURA 9. Linhas de forga do campo elétrico (para @ > 0).

Mas se se pretender a carga total induzida na esfera, basta notar que o fluxo do cam-
po elétrico na superficie esférica € o mesmo que na esfera-imagem (FIGURA 8): a carga
total induzida na esfera condutora é Q' = —Q%. O campo gerado pela carga distribuida
na superficie esférica determina a forga que se exerce na carga () — mas este campo &,
no exterior da esfera, o que é gerado pela carga imagem ()': a forga sobre a carga QQ é,
simplesmente,

Fo—_1 Q@ _ __1 @3
27 dmeg (a+b)? T 4meo (a+b)?

E interessante observar que a imagem de um dipolo elétrico? é, em geral, um dipolo e
uma carga elétrica. Tal resulta porque a imagem de uma carga depende de fatores geomé-
tricos relacionados com a sua posicao.

Que acontece se a esfera condutora estiver a um potencial V' # 0? Basta aplicar o prin-
cipio da sobreposicio: a esfera deve acrescentar-se uma carga 4megV R, distribuida uni-
formemente na sua superficie; deste modo, a carga total na esfera é Q' + 4wegV R, o
potencial no seuinterior € V' e, no exterior, deve adicionar-se a solugdo anterior o potencial
VE.

A solucdo do problema exterior da esfera condutora, tal como atras descrito, permite
resolver o problema interior sem efetuar qualquer calculo. Este problema interior consiste
em determinar o campo de potencial dentro de uma superficie esférica ligada a terra e
onde se encontra uma carga (Q'. Fora da esfera, o potencial é nulo; dentro da esfera, o
potencial é originado pela carga ()’ e pela carga () que, agora, funciona como imagem da
primeira. Dado ser nulo o campo elétrico fora da superficie esférica, o teorema de Gauss
informa ser nula a carga total dentro da superficie e distribuida na superficie, pelo que a
carga total na superficie €, simplesmente, —(Q’. A forga que se exerce sobre Q' ¢, eviden-
temente, simétrica da forca I, atras obtida.

Regressando ao problema exterior, admita-se ser () < 0 e considere-se a — o0 e
() — —oo mantendo %W = — F = constante . Tais limites significam que se esta
a considerar a esfera condutora mergulhada num campo elétrico £ uniforme, com a dire-

cdo e sentido do eixo z.Usando a equacio (7), vé-seque R — b ~ RTz — 0 e, pelaequacio
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(8), Q' ~ —Q% —oomas Q' (R—b) ~ —Qf—; — 4megR3E. Tendo em atencio estes
resultados, a equacg3o (6) tende, no limite referido e ignorando termos constantes, para a
seguinte forma:

@(r,@)zE(f—j—r) cos (9)

E, entdo, este o campo de potencial no exterior de uma esfera condutora submetida a um
campo elétrico uniforme (FIGURA 10).

FIGURA 10. Distribuicao de cargas na superficie da esfera condutora submetida a um campo constante.

Notar-se-a que, na equagdo acima, o termo —Er cos = —FEz é o potencial do campo
aplicado pelo que o outro termo é o potencial gerado pela distribuigdo de cargas na super-
ficie da esfera. O campo elétrico, no exterior da esfera, é:

E(r,0)=—< ¢=Fé. + QE%3 cosfe,. + E%;SGHG@@

Reconhece-se que os dois ultimos termos representam o campo de um dipolo elétrico.
Na superficie da esfera (r = R) é imediato verificar que E, = 0, como devia ser, e que
E, (R,0) = 3E cosf. Assim, a carga distribui-se na superficie da esfera com a densidade:

g—; =3Ecosf
Embora todos os exemplos apresentados fagam, apenas, intervir uma carga pontual, é
importante sublinhar que a solucdo esta encontrada para qualquer distribuicdo dada de
cargas, obtendo-se o campo de potencial por sobreposigdo dos campos originados pelas
cargas elementares que constituem aquela distribuicao.

Separacao de variaveis

Este ultimo problema serve, também, para ilustrar o método de separagao de variaveis
cuja aplicabilidade se estende a todos os tdpicos da Fisica. O problema consiste em de-
terminar o campo de potencial ¥ (7) no exterior da esfera e que satisfaz as seguintes
condicdes:
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Ap=0 r>R
=0 r=R~R
@ — —FErcosf r — 00

Aqui, o centro da esfera é tomado como origem do referencial e o eixo z coincide em
direcéo e sentido com o campo E aplicado (# € o dngulo que o vector de posigao de qual-
quer ponto faz com o eixo z). A simetria do problema sugere que se usem coordenadas
esféricas® e, também, que o potencial ndo deve depender de ¢, o dngulo de rotagdo em
torno do eixo z. Assim:

— 19 (2090 1_0 o9\ _
Ap =135, (7’ m) T Send 90 (Sena a0 ) =0

A condicao limite sugere que se procurem solugdes da forma ¢ (r,0) = f () cos 6, de-

vendo verificar-se f () T — E'r. Substituindo na equacéo anterior, obtém-se:
B (rd)-&f=0
com as solugdes independentes:
fr)y=—Er+4
sendo A uma constante que se determina pela outra condicao fronteira:
¢(R,0)=0 — f(R)=0 — A=ER?
Deste modo, o campo de potencial é:

¢(R,0) = —Ercosf + E};'S cos

T

como se havia encontrado.

Um outro exemplo é mostrado na FIGURA 11.

yT >
V=0 23
ST~ Tt T T - _
\\\\\ \\ S e T
\ \ \\ \\ \\\ ~~_~\
V=W . 1 \ S N
[ ; / / s b
11 / JRe -7 -
II /I PR ,—” _—*”’ —————————
1l o eCmm T e T === T >
0] V=0 —p 0

FIGURA 11. Calha limitada por condutores.
Uma calha é constituida por dois planos condutores paralelos e ligados a terra, isolados

da base mantida ao potencial V. Assim, com o sistema de eixos indicado, o campo de po-

tencial deve satisfazer as seguintes condigdes:
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Ap =0 O<z; 0<y<bd
o(@,0) =@ (@b =0 0<z
¢ (0,y) =Wy 0<y<b

Procurem-se solugdes da forma ¢ (z,y) = X ()Y (y), onde X e Y sdo fungdes de

uma Unica variavel. Substituindo na equacgao de Laplace e rearranjando termos, tem-se:

X7 yr
X + Y =0

onde a dupla plica indica 2.2 derivada em ordem ao argumento. Ora esta equagao tem de
ser satisfeita em todos os pontos no interior da calha. Mas, no primeiro membro, o primeiro
termo sé depende de x e o segundo termo s6 depende de y. Entdo, cada um dos termos
tem de ser uma constante, donde resulta:

X7:a2 - X" =a?X

Y= -0 - Y =-02%

2

Aqui, designou-se por a“ a constante de separagdo. Considerando a equagéo para Y

(é a equagdo de “movimento” de um oscilador harménico!), vé-se que Y (y) é da forma:

Y (y) = Asen (ay) + B cos (ay)

Ora, atendendo & 1.2 condigo fronteira, tem de ser Y (0) =Y (b) = 0;entdo é B =0
e sen (ab) = 0, pelo que ab = nm, com n inteiro positivo. Assim, Y (y) o sen (nm¥).

Considerando, agora, a equagdo para X (), facilmente se conclui que esta fungéo é

axr — QT

combinag3o linear de e®* e e , mas a 1.2 fungao diverge para * — +00, pelo que

X (z) o e~""%, A solugao genérica é, ento:
o (x,y) =3 0" Ape ""isen (nm¥)
onde os coeficientes sdo constantes que se determinam pela 2.2 condig3o fronteira:
v (0,y)=Vy = fo:l A, sen (mr%) O<y<bd
As funcdes trigonométricas no segundo membro sdo ortogonais no intervalo. Assim:
A, =20 f(f dysen (nm¥) = 22 [1 — cos (n7)] = 220 impar
sendo nulos para n par. Deste modo, a solugdo completa fica:

—nm se11(7r o

4V, . 2V, I3
0 0.9) = 48 Ty S sen (1) = Bhancs (51 )

A conclusdo mais importante deste resultado é o rapido decréscimo do potencial com a
distancia ao condutor ao potencial Vy — as paredes laterais, ligadas a terra, blindam aque-
le potencial para distancias da ordem da distancia entre as paredes.

A FIGURA 12 representa uma cunha (abertura () cavada num bloco metélico mantido ao

potencial nulo. Um campo exterior (ndo representado) origina uma distribuigdo de cargas
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nos condutores, sendo apenas esta distribuicdo o objecto de andlise. O potencial ¢ é ndo
nulo apenas dentro da cunha e obedece as seguintes condigdes (usam-se coordenadas

cilindricas):

FIGURA 12. Bloco condutor (verde), ao potencial nulo, onde foi cavada uma cunha deixando um espaco livre.

Procedendo como atras e designando por k? a constante de separagio, obtém-se:
d’® 25 —
az T k=0

d (.dR 2p _
com as condigdes fronteira & (0) = & () = 0. Assim, a solugdo da 1.2 equagao anterior
é & (¢) o sen (k¢) com sen (k) = 0 e, portanto, k = 5, com n = 1,2,3, ... Quanto
a 2.2 equacao, a solucdo é combinacio linear de r* e r~* devendo ignorar-se a segunda

func&o por divergir na origem. Deste modo, a solugéo geral do problema é:
@ (r,¢) =3, A,r's sen (mr%)

As constantes A,, poderdo ser determinadas se se conhecer a carga total no bloco; sera,
aqui, ignorado esse calculo. Interessa mais determinar a densidade de carga na superficie

do condutor que limita a cunha:
s(r,0) _ 1 9 _ nr_1
00 — By (r,0) = —1 (a—jg)(b:() =Y, M A

Nas vizinhangas da cunha, o primeiro termo é dominante e podera divergir se 3 for sufi-
cientemente grande, originando uma acumulacgao de carga junto da cunha, efeito conheci-
do por poder das pontas, principio de funcionamento dos para-raios. A FIGURA 13 e a tabela

anexa ilustram estas consideragdes.
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Bs /B —1 Fr/B=1
0 +00
/4 3 73
/2 1 r
™ 0 1
3m/2 ~1/3 —1/3
Tr/4 —3/7 —3/7
o -1/2 r1/2

FIGURA 13. Cunha cavada em condutor para crescentes angulos de abertura e densidade de carga perto da aresta.

0 método das imagens e o0 método da separagdo de varidveis ndo estdo restritos a Ele-
trostatica. O método das imagens, baseado, como estd, numa solugdo em busca de um
problema, tem um ambito de aplicagdo relativamente restrito. Pelo contrario, o método
de separacdo de variaveis atravessa toda a Fisica empregando-se na Mecanica Classica
ou Quéntica, em Mecanica de Fluidos, na propagacéao de ondas de diversas naturezas, etc.
Como tal, este método sera encontrado no tratamento de outros tépicos de interesse.

Apéndice — Demostracédo da unicidade de solucdao em Eletrostatica
Com efeito, admita-se que existem duas solugdes independentes (1 e ¢2 da equacgio (1)
sujeita as condigdes fronteira equacgtes (2) e (3), considerando-se a FIGURA 1 como exem-

plo tipico mas sem perda de generalidade. Entdo, ¢ = 1 — @2 deve satisfazer:
Ap =0
no espaco livre (vazio); e também:
0 = 0 no condutor A
(10)

Js,, 57 - 74 = 0 no condutor B

Considere-se, agora, a energia eletrostatica para este campo ¢:

Ue:fdv%oE?:ffdv%ﬁvsa:*%’fd‘/v'(%Eq)+%de<PV’E
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O ultimo termo é nulo porque E = 0 dentro dos condutores e \V& E= —Ap =0no
espaco livre. O penultimo termo também é nulo porque, usando o teorema de Gauss ob-
tém-se (versores 7 dirigidos para o exterior das superficies) :

[dV - (wé) = |, dSii-Ep - [, dSi-Eyp

Ora, pelas condigdes (10), é o = 0 em X 4, 0 que anula o primeiro integral, e como ¢
é constante em Y, o outro integral fica ¢ [y, dS7 - E=—p ., dS7i - 7 também
nulo pelas mesmas condigdes. Assim, é U, = 0, mas U, s6 faz intervir o quadrado do
campo, pelo que tem de ser E = 0,ie., El = Eg, contrariando a hipétese de haver duas

solugdes distintas para o problema eletrostatico.
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