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Campos elétrico
e gravitacional
produzindo um MHS

Arua M. de Aguiar, Thales A. Faraco, Franciele O. Teixeira
UFJF

Com o intuito de enfatizar as similaridades entre os campos elétrico e gravitacional, neste
artigo serdo apresentadas duas situagGes: (1) o movimento hipotético que um elétron
descreveria ao atravessar um tinel reto que passa pelo centro de uma esfera macica
dielétrica uniformemente carregada com carga positiva e (2) o movimento que uma par-
ticula massiva executaria ao atravessar um tunel similar que passa pelo centro de um
astro rochoso (planeta, satélite natural, planetoide etc). Ambas analises levam a um re-
sultado em comum, tanto o elétron quanto a particula massiva movem-se em Movimento
Harmoénico Simples (MHS).

A forca eletrostatica entre particulas eletricamente carregadas ¢ descrita pela Lei de Cou-
lomb (1783)*2, enquanto a Lei da Gravitagdo Universal de Newton (1687)%* expressa a for-
ca gravitacional entre particulas massivas. Apesar dessas forgas terem naturezas distintas,
as duas leis descrevem forgas de interagdo entre particulas que apresentam caracteristicas
em comum: elas envolvem o produto de uma propriedade intrinseca das particulas envol-
vidas (carga em um caso, massa no outro) e apresentam uma dependéncia que varia com
inverso do quadrado da distancia que as separam. No entanto, as forgas gravitacionais sao
sempre atrativas, enquanto as forgas eletrostaticas podem ser atrativas ou repulsivas, de-
pendendo do tipo da carga envolvida (negativa e/ou positiva).

As forgas eletrostatica e gravitacional atuam a distancia por intermédio da acdo de um
campo. Os campos elétrico e gravitacional podem ser compreendidos como uma regido de
influéncia no espacgo gerada pelas cargas e massas, respetivamente. Dessa forma, o con-
ceito de campo é muito Util para a determinacéo da influéncia das cargas e massas sobre os
seus arredores. Como as forgas eletrostatica e gravitacional sdo expressas por equagoes
similares, os campos elétrico e gravitacional também o sdo>S.

Apesar da Lei de Coulomb e da Lei da Gravitagdo Universal fornecerem um suporte ne-
cessario para determinar o campo elétrico E de uma distribuicdo continua de cargas e o
campo gravitacional g de uma distribuicdo continua de massas, respetivamente, muitas
vezes, as integrais que envolvem os calculos do campo podem ser complexas, mesmo para
casos razoavelmente simples. Nesse sentido, a Lei de Gauss da Eletrostética (1867) per-
mite determinar o campo elétrico E gerado por cargas elétricas. Esta lei é uma das quatro
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Equacdes de Maxwell e é equivalente a Lei de Coulomb, porém, seu uso facilita e simplifica a
resolugdo de problemas que possuem elevado grau de simetria (ex: plana, axial ou esférica).
A Lei de Gauss foi formulada inicialmente para a Eletrostatica, mas devido a semelhanca
entre os campos elétrico e gravitacional, ela apresenta um andlogo para a Gravitagao.

A Lei de Gauss da Eletrostatica® 2 estabelece uma relacdo entre o fluxo de campo elétrico
® através de uma superficie imaginaria fechada (conhecida como gaussiana) e a carga

elétrica ¢ existente no interior dessa mesma superficie. Essa lei é expressa por:

$E.dS = 4, (1)

€0

onde g = 8,85 X 10_12F/m ¢ a permissividade elétrica do vacuo e dS é o vetor elemento
de area infinitesimal, o qual possui a mesma diregdo do vetor normal a superficie (dg = dSﬁ).

Aplicando o Teorema da Divergéncia na equagéo (1) e considerando uma distribuigdo vo-

lumétrica de carga, tem-se que:

[ (V-E)av =21 [ p,av. 2

Dessa forma, obtém-se a Lei de Gauss da Eletrostatica em seu formalismo diferencial:
v.E = 2, (3)

tal que pq é a densidade da distribuigdo volumétrica de carga.

Pode-se notar que a equagdo (3) evidencia o fato de que cargas elétricas produzem cam-
pos elétricos convergentes e divergentes.

De maneira analoga, a Lei de Gauss da Gravitagado”® determina uma relagao entre o fluxo
de campo gravitacional ¢ através de uma superficie gaussiana e a massa m contida no

interior dessa mesma superficie. Essa lei é dada por:

¢ §.dS = —4rGm, (4)

tal que G = 6,67 x 10~ 11m3kg=1s~2 é a constante da gravitacdo universal e dS é o
vetor elemento de area infinitesimal.
Aplicando o Teorema da Divergéncia na equacéo (4) e considerando uma distribuig&o vo-

lumétrica de massa, obtém-se a Lei de Gauss da Gravitagdo em seu formalismo diferencial:

65 = 747-er7”, (5)

em que pPm € a densidade da distribuicdo volumétrica de massa.
O sinal negativo apresentado na equacao (5) demonstra que os campos gravitacionais sdo

sempre convergentes.

Tunel no Interior de uma Esfera Macica Dielétrica
Seja uma esfera macica dielétrica de raio R, uniformemente carregada com carga posi-
tiva +() e com densidade volumétrica de carga constante p,. Essa esfera apresenta um

tunel reto ao longo do eixo z, partindo da superficie em diregdo ao seu centro O e saindo
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na superficie diametralmente oposta. O didmetro do tunel é desprezivel em relagdo ao
tamanho da esfera. Considera-se, agora, que um elétron de carga —e e massa m. seja
abandonado a partir do repouso na entrada do tunel e que ndo haja nenhuma outra for-
ca relevante além da forga eletrostatica (tais como as forgas gravitacional e magnética),

como mostrado na FIGURA 1.

FIGURA 1. Representagdo esquematica de um elétron no interior de um tunel conectando os extremos de uma esfera
macica dielétrica de raio R e uniformemente carregada com carga +@Q, onde Fz é a forca eletrostatica sobre o elétron e
¥ e @ sao, respetivamente, sua velocidade e aceleracao.

Como esse problema apresenta simetria esférica, pode-se utilizar facilmente a Lei de
Gauss da Eletrostatica para determinar o campo elétrico E emum ponto que se localize a

uma distancia radial 7 do centro da esfera. Entao, para qualquer ponto no interior da esfera

(r < R), tem-se que:
$EdS =L [p,dV

B [T [ r?sin0dfdg = 22 [ 77 [ r? sin 0dfddr

J0
E4mr? = ot (8)
2 _ Qrf
Edrre = o

E (T) = 47r(€20rR3 T,

Portanto, o campo elétrico E no interior do tinel em fungdo de uma distancia z < R do

centro O é dado por:

Dessa forma, o elétron no interior do tunel fica sujeito a uma forga eletrostatica F"E ex-

pressa por:
5 . Ocz &
F = (~)E = — 3225k, ®

emquee = 1,60 x 1071?C é o modulo da carga do elétron.
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Pode-se observar que essa forga possui 0 mesmo formato da Lei de Hooke®. Portanto,
esse resultado leva a inferir que assim como um corpo conectado a uma mola de constante
elastica k e livre de forcas externas executa um MHS (Movimento Harménico Simples'®) em
torno de uma posigao de equilibrio devido a forga elastica ﬁe (Lei de Hooke), o elétron tam-
bém executa um MHS em torno do centro O do tunel devido a forga eletrostatica ﬁE dada
pela equagdo (8). Assim, nesse problema, fica claro que a forga eletrostatica se comporta
como uma forcga restauradora.

Utilizando a Segunda Lei de Newton, é possivel determinar a equagdo do MHS que o elé-
tron descreve no interior do tunel:

Fres = q = mec_iv (9)

onde 7 = m.¥ é o momento linear do elétron de massa m. = 9, 11 x 10~3'kg, velocida-
de ¥ e aceleracdo d.
Substituindo a equagdo (8) na equacgao (9), obtém-se:

_ Qez d2z
Ineor® — Me g2

(10)
2
% + 471'5?”11%32 =0.
Note que a equacg3o (10) apresenta a forma tipica da equagédo de um oscilador harménico

simples, cuja frequéncia angular natural w é dada por:

UJ2 = 47r50QrZER3' (11)

Ent&o, pode-se concluir que o elétron ao ser abandonado a partir do repouso na entrada
do tunel se movimentaria com velocidade crescente até o centro O da esfera e L& chega-
ria com velocidade maxima, isto &, energia cinética K maxima. Posteriormente, seguiria
afastando-se do centro da esfera, desacelerando, até a outra extremidade do tunel, onde
novamente pararia ao atingir a energia potencial elétrica U maxima. Novamente cairia em
direcdo ao centro, oscilando dentro desse tunel em MHS. Essa é a tipica situagdo da con-
servacgdo da energia mecéanica F,,.., isto é, onde a energia potencial U se transforma em
cinética K e vice-versa.

A partir da equacg&o (11), pode-se determinar o periodo 7' e a frequéncia de oscilagdo f

do elétron:

T — / 167TSEQ0;IL5R3 (12)

f = \/ 167r3€QofnnR3' (13)

Uma possivel solugdo da equacgao (10) é dada por:

z (t) = Rcos (wt). (14)
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As fungdes velocidade v (t) e aceleragdo a (t) podem ser obtidas, respetivamente, por

meio da primeira e segunda derivada temporal de z ():

v(t) = % = —Rwsin (wt), (15)
e
a(t) = % = —Rw? cos (wt). (16)

A velocidade média Yméd desenvolvida pelo elétron no interior desse tunel é dada por:

Uméd = % =4E 17)

Nota-se que a equagido para o periodo 7' de um elétron orbitando a mesma esfera die-
létrica de raio R e uniformemente carregada com carga +(), a partir de uma distancia H
de sua superficie (FIGURA 2), possui o mesmo formato da equag&o (12). Tal resultado pode
ser obtido igualando o mddulo da forca eletrostatica F'r ao mddulo da forga centripeta F.

, conforme segue:

F.=FEg
mev2 _ Qz
R+H = 4meq(R+H)S
(18)
27 (R+H) 2 _ Qz
e T T 4meo(R+H)?

_ 1673egm, (R+H)?
T=, "0 0o .

FIGURA 2. Representagdo esquematica de um elétron orbitando uma esfera macica dielétrica de raio R e uniformemente
carregada com carga +@, a partir de uma distancia H de sua superficie.

Tuanel no Interior de um Astro Rochoso

Seja, agora, um tunel reto com as mesmas caracteristicas apresentadas anteriormente,
mas que neste caso conecte os dois extremos da superficie de um astro rochoso. Conside-
ra-se que o astro possa ser modulado como uma esfera macica de raio R, massa M e den-
sidade volumétrica de massa constante p,,,. Seja uma particula de massa m abandonada a
partir do repouso na entrada do tunel e que a forca gravitacional seja a Unica forga relevante

do problema.
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Utilizando a Lei de Gauss da Gravitag&do pode-se obter o campo gravitacional ¢ no interior

do tinel em relagdo a uma distancia z < R do centro O do tunel do astro rochoso:

G(z) = —CMzf; (19)
e a forga gravitacional ﬁG que a particula de massa ™ fica sujeita no interior do tunel é:
Fg=mg=—CMmzf, (20)

Pode-se notar que a forga gravitacional ﬁG também possui o mesmo formato que a Lei
de Hooke®.

Portanto, a particula massiva também executa um MHS em torno do centro O do tunel
devido a forga gravitacional ﬁG dada pela equagéo (20).

Aplicando a Segunda Lei de Newton, obtém-se a equagdo do MHS que a particula de mas-

sa m descreve no interior do tunel:

2
i+ 9 =0, (21)

onde a frequéncia angular natural w’ é dada por:

W? = CM. (22)

Através da equacio (22), é possivel obter o periodo 7" e a frequéncia de oscilagdo f’ da

particula massiva:

_ /| _R3

f'=g\/ S (24)
A solugdo da equagao (21) admite o mesmo formato da equagéo (14).
A nivel de curiosidade, apresentam-se na TABELA 1 valores de frequéncia angular natural,
frequéncia de oscilagdo e periodo para uma massa m movendo-se em MHS no interior de

um tunel que atravessa diferentes astros rochosos.

TABELA 1. Quantidades fisicas relacionadas ao MHS para uma massa m no interior de um tunel que atravessa diferentes
astros rochosos.

Propriedades Fisicas Simbolo | Mercurio | Vénus | Terra | Lua | Marte | Plutdao
Massa (10%* kg)* M 0,33 4,87 | 597 (0,07| 0,64 | 0,01
Raio (10 m)* R 2,44 6,05 | 6,38 |1,74| 3,40 | 1,18
Frequéncia angular (103 rad/s)| W’ 1,23 | 1,21 | 1,24 094 | 1,04 | 0,64
Frequéncia (10 Hz) I 1,96 193|197 |150| 1,65 | 1,02
Periodo (10° s) T 5,10 5,18 | 5,08 |6,67| 6,06 | 9,80

* Obtidos de Lunar and Planetary Science. National Aeronautics and Space Administration — NASA,
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E interessante ressaltar que nesse caso, o periodo 7" obtido pela equacéo (23) também
possui o mesmo formato do periodo de uma massa m orbitando a mesma esfera maciga de
raio R e massa M a partir de uma distancia H de sua superficie. De forma analoga ao que
foi feito anteriormente, o resultado pode ser obtido igualando o médulo da forga gravitacio-

nal Iz ao médulo da forga centripeta F.:

F.=Fq
mu? GMm

R+H =~ (R+H)?

wm(R+E) % M
T’ ~ R+H

4 (R+ H) = GM

_ (R+H)3
T/ = 2’/T —amr

Por fim, comparam-se, a seguir, os periodos dados pelas equagdes (12) e (23). Para tal,
considera-se que a esfera dielétrica de carga +() da situacdo 1 é constituida de NV prétons

e a esfera maciga de massa M da situagdo 2 de N 4tomos de hidrogénio. Ent&o:

v VR, [ g Ve 5% 10 (26)
T — 1673 Rr3 GM1673egme G’mH47r50m
[1673egme RS
Qe

onde m g é a massa do atomo de hidrogénio.

Tal resultado evidencia o fato da intensidade da forca gravitacional ﬁg ser muito menor
que a intensidade da forca eletrostatica FE, umavez que a razdo L+ >> 1.

Portanto, o objetivo aqui ndo foi apresentar um caso realistico, mas sim corroborar as
semelhancas existentes entre os campos elétrico e gravitacional. Ao utilizar exemplos de
situagdes distintas e obter resultados extremamente similares, ratificou-se a existéncia da
simetria entre esses dois campos. Viu-se que nos dois casos, 0 movimento da particula
estudada é o mesmo de um oscilador harmonico simples, sendo que no primeiro caso a
forca restauradora é desempenhada pela forca eletrostatica e no segundo caso pela forca

gravitacional.
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