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Grafometro.

Alzira Faria
ISEP/ P.PORTO

Os métodas de ensino da Matematica e as reformas na educacao, na passagem do século XIX para o
século XX, foram tema de debates internacionais e nacionais. Neste periodo, encontravam-se nos ma-
nuais de Matemadtica descricoes de instrumentos utilizados na época e do modo como eram usados. José
Joaquim Manso-Preto (1823), dedica uma parte da sua obra a descricao e uso de instrumentos utilizados
nas operacoes trigonométricas e, na sua opiniao, o grafémetro, um objeto que data do fim do século XV,
¢ um dos principais instrumentos para trabalhar no terreno apresentando varios exemplos disso.

A Aritmética, a Algebra, a Geometria, a Trigonometria, a Cosmografia e a Geografia Matemati-
ca sao disciplinas que fizeram parte do ensino e sofreram vdrias reformulacées ao longo dos
séculos XIX e XX, tendo havido uma fusdo destas dreas no final da década de quarenta do
século XX até a década de setenta. A Trigonometria, que estava incluida na aplicacao a Topo-
grafia, foi a que menos alteragdes sofreu.

Os métodos de ensino da Matemdtica e as reformas na educacao, na passagem do século XIX
para o século XX, foram tema de debates internacionais e nacionais. Neste periodo, encontra-
vam-se, nos manuais, descri¢oes de instrumentos utilizados na época e do modo como eram
usados. Posteriormente, estas descricdes transformaram-se em pequenas notas informativas,
reduzindo-se o ndmero de problemas de aplicagao da Trigonometria'.

Em Portugal, José Joaquim Manso-Preto dedica a sequnda parte do seu manual® a descricao
e uso de instrumentos utilizados nas operagoes trigonométricas. O grafémetro, na opiniao da-
quele autor, é um dos principais instrumentos para trabalhar no terreno, sendo o fio de prumo
e o nivel de bolha de ar referidos como auxiliares das medicoes com ele. Na época, conhecer e
saber utilizar instrumentos era condi¢cao necessdria para a aprovagao de candidatos a docén-
cia da Matemadtica e, nas primeiras décadas do século XX, discutiu-se a possibilidade de intro-
duzir no ensino da Matematica a moderna orientacao de utilizacao do “método de laboratdrio™.
Com este método pretendia-se que o0s alunos construissem instrumentos simples e que os
utilizassem em medicoes de alturas, leitura de angulos, etc.. O relato desta experiéncia foi feito

por Ruy da Silva Leitdo e encontra-se publicado na Gazeta de Matemdtica®.

Grafometro.

0 grafémetro (FIGURA 1) é um instrumento usado para medir angulos do qual podemos dizer que
€ uma consequéncia da evolucao da Dioptra e um antecessor imediato do teodolito. Desde a sua
invencao em 1597, tem sido destacado pela sua simplicidade e resisténcia. Foi ainda, utilizado
por agrimensores e geémetras, desde meados do século XVII ao final do século XIX, em varias
operacoes como medicdes de terrenos, entre outras*. A sua invencao foi atribuida a Philippe Dan-
frie>, um inventor e fabricante de instrumentos matematicos em metal e papel, datildgrafo, editor
e autor. Cerca de quarenta anos apds o aparecimento do primeiro instrumento, Danfrie escreveu,
projetou e publicou um tratado sobre o grafémetro — Declaration de 'usage du graphometre®.
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FIGURA 1. Grafémetro®

Segundo uma descricao de José Joaquim Manso-Preto? o instrumento (FIGURA 1) consiste num
semicirculo AD B, normalmente em latdo, designado por limbo e esta dividido em 180 graus.
Designa-se por linha de fé a reta tragada sobre o diametro AC'B e que passa nos pontos O e
180 graus. Tem, para além do diametro fixo, um outro £ E’, formado por uma peca metalica em
forma de régua que é mdvel em torno de C' e em que a sua extremidade £ pode percorrer todas
as divisdes do limbo — designa-se por dlidade.

Podemos ainda ver aplicadas perpendicularmente duas pinulas (FIGURA 2) nas extremida-
des do diametro fixo e da alidade. Estas duas pegas metalicas retangulares apresentam duas
aberturas, uma fenda e outra mais larga, que é atravessada por um fio fino de seda ou metal
colocado sobre o prolongamento da fenda com o objetivo de estabelecer os alinhamentos.

Na parte de baixo (FIGURA 1) encontra-se uma esfera contida em dois hemisférios ocos (7, que
se podem apertar ou alargar por meio de um parafuso de pressao. Esta peca, designada por joe-
lho, permite dar ao grafémetro todas as posicdes que se pretenda. O instrumento é sustentado
sobre um pé T'SUV Z, composto por trés pernas U, V', Z méveis em .S. No centro do instru-
mento encontra-se uma hussola para orientar os objetos.

FIGURA 2. Pinulas?

Medir com um grafémetro.

Pedro-Manso explica que para, por exemplo, medir 0 angulo F'C' H (FIGURA 3) formado pelos
angulos de visao tirados pelo ponto C' para os objetos F' e H, coloca-se o centro do grafé-
metro no ponto C, designado por centro da estacao, e gira-se o plano do limbo até que fique
na direcao do plano que passa pelos pontos C', F' e H. De seguida, dirigem-se os fios (que
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passam pelas pinulas) do diametro fixo e da alidade para cada um dos objetos de forma que
0s objetos figuem no cruzamento dos dois fios. O arco compreendido entre os dois diametros
do instrumento serd a medida do angulo £'C'H. A fiabilidade da leitura do instrumento pode
ser testada medindo os trés angulos internos de um triangulo, cujos vértices sejam trés pontos
sobre o terreno, e ver se a soma dos angulos observados € 180 graus.

FIGURA 3. Esquema — Medir com grafémetro

Aplicacoes — problemas da Topografia.

0 papelinicial da Trigonometria esta associado a resolucao de problemas que podiam ser relacio-
nados com triangulos e o seu estudo desenvolveu-se a partir da necessidade sentida por diversos
povos em dreas como a Navegacao, Agrimensura e Topografia. Os primeiros indicios surgiram
na Babildnia com o calculo de razdes entre nimeros e entre lados de triangulos semelhantes’.
A Trigonometria define-se como sendo a parte da Matematica que ensina a medir os lados e os
angulos dos triangulos, chegando mesmo a ser considerada uma extensao da Geometria.

No entanto, a grande instigadora do desenvolvimento da Trigonometria foi a Astronomia. O as-
trénomo grego Hiparco (190 a.C.—120 a.C), fortemente influenciado pela Matemética Babildnica,
é geralmente descrito como o “pai da Trigonometria” uma vez que construiu a que se pode cha-
mar de primeira tabela trigonométrica, mas foi Ptolomeu (125 a.C.) quem, baseado nos trabalhos
de Hiparco, apresenta um verdadeiro tratado de Trigonometria plana e esférica — o0 Almagesto’.

Na Trigonometria plana consideramos triangulos formados sohre um plano pela intersecao de trés

linhas. Os trés angulos sao designados por A, B e C, e os lados opostos por a, b e c. Para apoiar a

resolucao das aplicacdes selecionadas, destaca-se trés teoremas enunciados por Manso — Preto®:

1. ‘“Emtodo otriéngulo (.) a somados trés dngulos internos equivale a dois retos.” (FIGURA 4).

2. "Emtodo o triéingulo retéingulo, um cateto € igual & hipotenusa multiplicada pelo seno do
éngulo oposto ao mesmo cateto.”.

FIGURA 4. Teorema 1— esguema.
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Considere a FIGURA 5. Seja AC' B um triangulo retanguloem A, BD = 1e D E perpendicu-
lara AB no ponto F (sera o seno do angulo ABC).

FIGURA 5. Teorema 2 — esguema

Uma vez que os triangulos ABC e EB D sao semelhantes, temos:

BD _ BC
DE — AC
ou,
1 a
LI I A B
sen (B) A a sen (B)

Analogamente,

a
mz;@c:asen((j)

3. “Emtodo o triGngulo (..) os lados sdo proporcionais aos senos dos Gngulos opostos.”.

Considere-se o triangulo AC'B representado na FIGURA 6. Por qualquer um dos vértices,
baixamos uma perpendicular, seja BD, sequndo a figura. Dos dois triangulos retangulos
CBD e ABD obtemos obtemos (Teorema 2):

FIGURA 6. Teorema 3 — esquema
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BD =d=asen(C)=csen(BAD).
Como os angulos BAD e BAC (ou simplesmente A) sdo suplementares temos:
d=asen(C) = csen(A).

0 que resulta,

a _sen(4)
¢ sen(C)
Da mesma forma obtemos,
a _sen(4) . b sen(B)
b sen(B) ¢ sen(C)

4. "Em todo o triGngulo (..) o quadrado feito sobre um qualquer dos seus lados € igual a
soma dos quadrados feitos sobre os outros dois lados menos o dobro do reténgulo por
eles compreendido, multiplicado pelo coseno do dngulo oposto ao primeiro lado.”.

Considere-se o tridngulo ABC' (FIGURA 7A) angulo C agudo e FIGURA 7B) angulo C' obtuso).

De qualquer um dos vértices, considere-se B, baixamas sobre o lado oposto ou sobre o lado pro-
duzindo a perpendicular B D, designada por d. Da FIGURA 7B) derivamos as sequintes equacges:

C2 — f2 +d2
a? =e* +d?
f=e+0
e
cos(C') = —— (o cosseno de um angulo obtuso € anegagdo do cosseno de seu suplemento).
a

Assim temos,
=4 d?=(e+b)?+d?=e?+2eb+b* +d* = a® +b* — 2abcos(C)
De forma idéntica obtemos,

b = a® + ¢ — 2accos(B) e a® = b* + ¢ — 2bccos (A).

A) B)

FIGURA 7. Teorema 4 — esquema
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No seu manual, Manso-Preto?, fala-nos de algumas aplicacdes da Topografia, a ciéncia que
tem por objetivo a descricao exata de umlugar. Os métodos classicos da Topografia, baseiam-
-se namedicao de angulos e distancias recorrendo a instrumentos de medicao, como € exem-
plo o grafémetro.

Triangulacao.

A operacao de recolha de informacao necessaria para a elaboracao de uma planta de uma re-
gido é designada por levantamento topogrdfico. Para fazer o levantamento de uma pequena
extensao de terreno, identificamos pontos notaveis que, por simplificacao, vamos supor esta-
rem todos situados no mesmo plano horizontal. Supomos que todos estes pontos se encon-
tram ligados por linhas retas de modo a obter uma rede de triangulos que cobre todo o terreno
que se pretende levantar. Com o auxilio de um grafémetro medem-se todos os angulos desses
triangulos e definimos, preferencialmente, o lado maior como base.

Manso-Preto exemplifica com o esquema da FIGURA 8. Considera que com os pontos
A, B,C, D.,.forma-se uma rede de triangulos dos quais se pretende calcular os lados.
Considera-se como bhase o lado maior A B, mede-se esta distancia e numa das extre-
midades coloca-se o grafémetro de forma que o centro corresponda ao ponto A, e que o
diametro fixo se ajuste com AB, dirige-se a alidade mével sobre os objetos E, F e GG, e
anota-se o valor dos anqulos £ BAE, A BAF e { BAG.

FIGURA 8. Esquema de terreno baseado em José Joaquim Manso-Preto, 1860°

Mantendo o grafémetro na mesma posicao, coloca-se o diametro fixo sobre AG e a alidade m6-
vel sobre o ponto H e anota-se o valor do angulo £ G A H. Faz-se este procedimento para to-
dos os pontos observados de A e procuramos a soma dos angulos observados e existentes em
torno deste ponto (deverd ser igual a 360 graus). De sequida, transporta-se o grafémetro para o
outro extremo B da base A B e procede-se da mesma forma para os pontos L, M, N.,..., percor-
rendo desta forma toda a extensao de terreno que se pretende fazer o levantamento da planta.
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Medidos os angulos dos triangulos e a base A B, temos conhecidos os angulos e o lado
AB do triangulo ABC, podendo assim calcular os outros dois lados AC' e BC' que irdo ser
considerados como bases dos novos triangulos AN C' e BC'L ao qual se procede da mesma
forma até calcular todos os angulos e lados de todos os triangulos.

Feitas todas as medicoes dos angulos e calculados todos os lados dos triangulos, com a aju-
da da régua e do transferidor é feito um esquema em papel da figura e proporgdes do terreno
de que pretendiamos levantar a planta.

Determinar a altura de uma montanha.

A determinacao da altura de uma montanha é um dos exemplos (FIGURA 9) tratados no ma-
nual de 1860 de Manso-Preto, de aplicacao do principal instrumento utilizado para medir an-
gulos sobre o terreno.

A) B)

FIGURA 9. A) Altura de uma montanha’. B) Esquema grdfico

Assim, e a alguma distancia da montanha, medimos uma hase, seja BC' e ohservamos com o
grafémetro os angulos £ ACB = ay e L ABC' = s formados entre abase BC e o cume
A da montanha. Identificamos o trigngulo ABC' e calculamos AB.

Do Teorema 1, resulta que o angulo £ C'AB = «3 é dado por

a3z — 180° — (041 + Oég)

e o valor de A B resulta do Teorema 3, e é dado por

BC sen («
AB — ¢
sen (o)
Obtido o valor de A B, observamos com o grafémetro o angulo £ ABD = 3 formado pela
linha formada pelo raio visual A B com a horizontal B D.Imaginamos a vertical A.D e temos um
tridngulo retangulo A B D com o angulo agudo /3 e a hipotenusa A B, assim assim pelo Teore-

ma 2, temos que:
AD = AB sen (p).

Adicionamos a altura A D a altura do instrumento acima do solo e obtemos a altura da
montanha.

Encontrar a distancia entre dois pontos inacessiveis.

Um outro exemplo de utilizacao do grafdmetro é na determinacao da distancia entre dois pon-
tos inacessiveis. Na FIGURA 10 observamos os pontos A e B inacessiveis e escolhemos uma
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base C'D onde, a partir de C ohservamos os angulos £ AC D e £ BC'D e a partir de D ob-
servamos os angulos L ADC' e A BDC'.

A) B)

FIGURA 10. Distancia entre dois pontos inacessiveis A e B

Uma vez que, no triangulo AC'D sao conhecidos o lado C'D e os dois angulos adjacentes
L ACDe £ ADC podemos calcular o lado AC utilizando o Teorema 3.

CD  sen(£CAD) sen(180° — (LACD + £ADC))

AC ~ sen(LADC) sen (LADC)

B CD sen (£LADC)
~ sen (180°— (LACD + LADC))’

De forma andloga, podemos calcular o lado BC', dado que, no triangulo BC'D sao conhe-
cidos o lado C'D e os dois angulos adjacentes £ BC'D e £ BDC' e pelo mesmo teorema
temos que

CD  sen(£CBD) sen(180° — (£{BCD + £BDC))
BC  sen({BDC) sen (£BDC)

BO — CD sen (£BDC)
~ sen(180°- ({BCD + £BDC))

Se os pontos A, B, C e D estdo no mesmo plano, o angulo £ AC'B é dado por
LACB = LACD — £BC D, senao tera que ser observado.

Uma vez que, sao conhecidos os lados AC' e BC'e 0 angulo £ AC'B do triangulo ABC,
aplicando o Teorema 4, podemos calcular a distancia A B entre os pontos inacessiveis A e B:

AB? = AC? + BC? — 2AC.BC. cos ({ ACB).

Manso-Preto nao apresenta estes calculos, mas espera que o leitor seja capaz de os fazer.

0 grafémetro é um instrumento matematico devido a sua capacidade de quantificar e me-
dir grandezas. Quando comegou a crescer o nimero de instrumentos matematicos, também
cresceu a dedicagao a geometria prdtica, nomeadamente na Topografia. No século XX, no guia
para a utilizacdo do Compéndio de Matemdtica®, Sebastiao e Silva indicava que “A introducdo
a trigonometria poderd e deverd ser feita com motivagéo concreta, apta a despertar interesse
suficiente no espirito do aluno.”. Assim, algumas das ideias de Manso-Preto foram mais tarde,
na década de sessenta, encontradas nos textos de Sebastiao e Silva, elaborados no ambito do
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projeto de modernizacao do ensino da matemadtica do 3.2 ciclo com impacto nacional e inter-
nacional’. O projeto defendia uma reforma curricular que teria que ser realizada reestruturando
0s programas e 0s métodos de ensino. O autor preocupava-se com o estado do ensino da ma-
tematica em Portugal e nos seus textos®, falavam dos problemas que identificava no ensino,
afirmando que: “0 nosso ensino tradicional ndo enferma unicamente da fraca (e quantas vezes
nula) insisténcia em demonstracdes, e de insuficiente rigor I6gico: peca também por auséncia
de contacto com o himus da intuicdo e com a realidade concreta.”. Sebastiao e Silva propoe
problemas classicos tais como calcular a altura de uma torre por meio de medicoes efetuadas
no solo (sem subir a torre)®, achar a largura de um rio por meio de medicGes efetuadas numa
das margens (sem atravessar o rio)® e calcular a altura de uma torre, por meio de medicGes
efetuadas no solo, em plano horizontal, supondo que a base é visivel, mas ndo é acessivel®.

Na pesquisa sobre o uso de instrumentos matematicos antigos em sala de aula observamos
que os diferentes procedimentos de medicdo sdao importantes tanto na formacao de profes-
sores como nas atividades desenvolvidas com os alunos de forma a conseguirem justificar os
seus argumentos e validar as suas escolhas.
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