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Poténciais

de numeros
complexos (de
expoente natural)

Jodo Nuno Tavares, Angela Geraldo
CMUP/ Universidade do Porto

As poténcias de expoente natural (inteiro positivo) de um nimero complexo z sdo0 0s nime-

ros complexos w tais que w=z"comn € N.

Poténcias de i i =+v/—1

Sabemos que i, unidade imaginaria, € uma solugdo da equacgéao x>+1=0, sendo

Portanto, as primeiras poténcias de i correspondem a

=-1
i3 = ’LQX’L:—IXZ——Z
4:(12)2 2 _q
15:z4><z—1><z—z
6:12)3 3_1
i7 zxz:—lxz:—z
= ("2 =1

Considerando 7 € N (n inteiro positivo), facilmente se prova que as poténcias de i de

expoente superior a 3 sdo dadas por:

Atencao
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V=IxvV-1#/(-1)x(-1)=V1=1

Velxy-1=ixi=i*= -1

Poténcias de niumeros complexos
Forma algébrica
Considerando 2 um nlimero complexo representado na sua forma algébrica, # = @ + bi

com @ e b € R calculamos as poténcias de 2 de expoente natural do seguinte modo:
2% = (a+bi)? = a® + 2abi + v*i® = a® + 2abi — b* = (a® — b?) + (2ab) i

22 =222 = (a® — b* 4 2abi) - (a+bi) = a® — ab® + 2a°bi — b*i + 2ab*i* =
a® — 3ab? + 3a®bi — b%i = (a® — 3ab®) + (3a®b — b?) i

A =22.2= (a2 — b+ 2abi2 . (a2 — b+ 2abi) = a* — a®b® + 2a%bi — b?a® +
bt — 2abi 4 2a3bi — 2ab%i + 4ab%i?

= a" — 6a®V” + 4a’bi — 4ab®i + b* = (a — 6a%b* + b?) + (4a®b — 4ab®) i

Recorrendo ao Bindmio de Newton podemos calcular as poténcias de expoente natural

de qualquer nimero complexo da seguinte forma:

(a+b0)" = (§)a" - (0)° + (D) a™ " (0)' + ... + ()’ (b)"

n
onde (0) sdo os coeficientes binomiais, n e k inteiros, k<n, definidos como,

k

ORFr

Forma polar
Considerando agora um numero complexo 2z representado na forma polar,
z = |z| cis (o) = |z| (cosa + i sin ) = €' (férmula de Euler). Podemos calcular

as poténcias de z:

22 = (|z] cis (@) - (|2] cis (@) = |2|? cis (2a)

B=2% 2= (\z|2 cis (2a)) : (|z\3cis (3a)) 2| cis (3a)

2" = (|z] cis (@)™ = |2]" cis (na)

através da férmula de De Moivre (cis (a))" = cis (na)
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Determinar poténcias de nimeros complexos (applet)
Poténcias de nimeros complexos (formula de De Moivre).
Escolha o numero complexo z movendo o ponto a azul. Em seguida clique no botao play
para ver as sucessivas poténcias de z.
Qual a diferenga de comportamento da sucessao (Zn)nzl,Q,... '
(i). quando ]z\ < 1, isto é, quando z esta dentro do circulo unitario centrado na origem,
(ii). quando |z| = 1, isto ¢, quando z est4 sobre a circunferéncia unitaria centrada na
origem, e
(iii). quando |z| > 1, isto é, quando z est4 fora do circulo unitério centrado na origem?
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