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Congruéncias

Jodo Nuno Tavares*, Angela Geraldo!
*Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
'CMUP/ Universidade do Porto

Seja m um inteiro positivo. Dois inteiros a,b € Z dizem-se congruentes médulo m se a
diferenca a-b é um muiltiplo inteiro de m:

a-b=km, para algum inteiro k€ Z

Nesse caso escreve-se

a=b (modm)

Por exemplo

19=5 (mod 7) , porque 19-5=14 é multiplo inteiro de 7.
31=-2 (mod 3), porque 31-(-2)=33 é multiplo inteiro de 11.
12 =39 (mod 9), porque 12-39=-27 é muiltiplo inteiro de 9.
16 =-9 (mod 5), porque 16-(-9)=25 é multiplo inteiro de 5.

Mas, por exemplo, 3 ndo é congruente com 11 (mod 7), porque 3-11=-8 ndo é multiplo
inteiro de 7.

Propriedades

A propriedade seguinte sera usada na dedugdo dos chamados critérios de divisibilidade.

Teorema
Dois inteiros a,b € Z sao congruentes médulo m se e s6 se produzem o mesmo resto quan-
do divididos por m.

Demonstracao

Suponhamos que a=b (mod m), e que a=qm+r, com q,r € Z e 0<r<m. Ent&o

a-b=km,k € Z. Substituindo a=gm-+r, vem que b=a-km=gm-+r-km=(g-k)m+r, com

q-k € Z e 0<r<m, o que significa que o resto da divisdo de b por m também ér.
Reciprocamente, se a=qm+r € b=q'm+r com q,q’,r € Z, 0 r<m, entdo

b-a=q’m+r-gm-r=(q’-q)m, o que significa que a=b (mod m), CQD.

Mais propriedades
Sejamd,n€ N e a, b€ Z. Temos que:

(i) a=a(mod n);

(i) se a=b(mod n), entdo b = a(mod n);
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(iii) se a=b(mod n) e b = ¢c(mod n), entdo a = c(mod n);

(iv) se a=b(mod n) e dIn entdo a = b(mod d).

Demonstracao

(ii) Se a=b(mod n) entdo a-b=kn <> a=b+kn com k€ Z. Ora entdo b-a=b-(b+kn)=-kn, ou
seja, b-a é um mutiplo inteiro de n e portanto b = a(mod n).

(iii) Se a = b(mod n) entdo a-b=kn <>a=b+kn com k€ Z. Se b = ¢(mod n) entdo b-c=t-
nBe=b-tn com t€ Z. Ora, a-c=(b+kn) - (b-tn)=kn+tn=(k+t)n, ou seja, a-c é um multiplo
inteiro de n, isto é, a = c(mod n).

(iv) Se a = b(mod n) entdo a-b=kn com k€ Z. Ora, se dIn podemos escrever n=td com t
€ Z.Temos entdo que a-b=kn=k(td)=(kt)d, como kt € um niimero inteiro, concluimos que
a-b é um mdltiplo inteiro de d, ou seja, a = b(mod d).

Sejan€ N e sejama, b, c e d€ Z. Temos que:
(v) se a=b(mod n) e ¢ =d(mod n), entdo a+c = b+d(mod n);

(vi) se a=b(mod n) e c =d(mod n), entdo ac = bd(mod n).

Demonstracao

(v) Sejam r e s inteiros tais que, a-b=rn e c-d=sn. Ent&o, (a+c)-(b+d)=(a-b)+(c-d)=rn+s-
n=(r+s)n, isto é, (a+c)-(b+d) € um multiplo inteiro de n e portanto a+cBb+d(mod n).

(vi) Observemos que ac-bd=ac-bc+bc-bd=(a-b)c+(c-d)b=rnc+snb=(rc+sb)n, ou seja,

ac-bd é um multiplo inteiro de n e entdo acBbd(mod n).
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