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O solido rigido

Eduardo Lage

Universidade do Porto

0 solido rigido € um conceito ideal mas de grande valor em Mecéanica porque ndo s6
constitui uma primeira abordagem a qualquer sélido deformavel como apresenta va-
rios importantes resultados com aplicacdo em todos os dominios da Fisica. Um sdlido
rigido é, simplesmente, um conjunto de pontos materiais que mantém sempre fixas
as suas posicoes relativas e, em particular, as suas distancias. Genericamente, a sua
caracterizagdo como sistema mecanico exige o conhecimento de seis variaveis (graus
de liberdade) que intervém na definicao das principais grandezas dinamicas e na for-
mulagao das equagdes de movimento do sélido. A dindmica do sélido fica grandemen-
te simplificada quando se decomp6e o movimento numa parte orbital, comportando-
-se o centro de massa como se de uma particula se tratasse, e numa parte de rotagao
que faz intervir apenas o vector rotacdo instantanea. A mesma decomposicdo pode
ser aplicada a energia e ao momento cinético, verificando-se, em ambos os casos,
uma simplificacdo adicional se se escolherem os eixos proprios do tensor de inércia
como eixos do sélido.

Sao apresentadas diversas aplicacOes: a precessao mais simples de um piao e do
eixo da Terra considerada como sélido livre, o péndulo composto e uma introdugao ao

giroscopio de Foucault.

Nocodes basicas

Diremos que um conjunto de particulas é, ou comporta-se como, um sélido rigido se a
distancia entre qualquer par de particulas for sempre constante sendo, em principio, co-
nhecida. Para caracterizar a posigdo genérica do sélido no espago escolhemos arbitraria-
mente trés particulas nao colineares. A posicdo da primeira particula é definida por trés
coordenadas num sistema de eixos cartesianos escolhido como referencial imdvel que
designaremos por LAB. A segunda particula situa-se a uma distancia conhecida da pri-
meira, localizando-se, portanto, na superficie de uma esfera; sdo, assim, necessarias duas
coordenadas adicionais para a localizar nesta esfera, tal como latitude e longitude locali-
zam qualquer ponto na superficie da Terra. A terceira particula situa-se na intersecgao de
duas esferas, uma centrada na primeira particula e a outra na segunda. Esta interseccgéo é
uma circunferéncia e a posicao da terceira particula nesta circunferéncia exige uma outra
coordenada. Uma vez conhecidas as posicoes destas trés particulas, ficam conhecidas as
posicoes de todas as outras. Sdo, assim, necessarios seis graus de liberdade para definir a
posicdo genérica do sdlido no LAB. Este nimero diminui se o sélido estiver sujeito a condi-
cionamentos: por exemplo, se uma particula estiver sempre fixa, o nimero reduz-se para

trés, ou se o sélido admitir um eixo fixo no espago, aquele niumero reduz-se para quatro.
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No que se segue, usaremos o sinal Z, sem qualquer indice, para indicar soma sobre
as particulas do sélido, cada uma com massa M e designando por M = E m amassa

do sdlido. A passagem ao continuo, quando necessaria, faz-se simplesmente com a subs-

tituicdo m — pdV e Z - /sendo este estendido ao volume ocupado pelo soélido.
O centro de massa do sélido € um ponto cujo vetor de posigdo, no LAB, é:

. 1 .
RG:EZE:mR )

onde R é o vetor de posicdo no LAB de cada particula. Reescrevamos esta equacéo sob

a forma:
Zm(ﬁ—ﬁg)EZmF:O (2)

Aqui, 7= R — EG é o vetor de posicao de cada particula do sélido em relagdo ao CM.
Este resultado mostra que o centro de massa move-se solidariamente com as particulas
do sdlido, embora possa nao coincidir com nenhuma delas. A eq. (1) identifica o centro de
massa com a média da posigao das particulas, cada uma contribuindo com um peso esta-
tistico igual a sua massa.

Movendo-se o sélido no espago, os vectores de posigdo ﬁ (t) dependem do tempo, o
mesmo acontecendo, pois, ao centro de massa. A quantidade de movimento do sélido é a
soma das quantidades de movimento de cada particula:

Entéo, pela eq. (1), obtemos:
P=MVg (3)

O centro de massa comporta-se como um ponto material, com a massa do sélido, sendo
a sua quantidade de movimento igual a do sélido. E o movimento do centro de massa que

vemos quando observamos um objeto distante, tal como uma estrela.

O referencial centro de massa

Recuperamos aqui muitos dos resultados apresentados em “Forga”l. Assim, comegamos
por considerar um referencial cartesiano ortonormado rigidamente ligado ao sélido, com
origem no centro de massa e que designaremos por referencial CM. Os eixos deste referen-
cial sdo, para ja, escolhidos arbitrariamente; mais adiante, torna-se conveniente uma esco-
lha particular. Sejam €7, €5, €3 0s versores dos seus eixos; estes versores deslocam-se no
tempo em relagdo a LAB, mas a posicao de qualquer particula do sélido tem coordenadas

fixas em CM:

3
F(t) = wpéy (t)
k=1
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No LAB, a mesma particula tem o vetor de posicao:
3
R(t)=Ra(t)+ Y wéy (t) (@)
k=1

Assim, a velocidade da particula (no LAB) é:

onde ¢J (t) € o (pseudo) vetor rotagao instantanea: num curto intervalo de tempo 6t , é:

60 = @ (¢) ot ()

a rotacdo do angulo 5@, em torno de um eixo paralelo a 5@, passando pelo centro

de massa, e no sentido da rotagido de um saca-rolhas que progredisse no sentido de (5@.
Deste modo, reescrevemos a velocidade do ponto do sélido:

Assim, a velocidade de qualquer ponto do sélido é a composicdo de uma velocidade de
translagdo (a velocidade do centro de massa) com uma velocidade de rotagdo em torno do
centro de massa (o ultimo termo).

Facilmente obtemos a aceleragdo do mesmo ponto do sdlido:

- dv -
A(t):E:Ag(t)—HU(t)/\F(t)—Hﬁ(t)/\(cU(t)/\F(t)) 7)
O dltimo termo é a aceleragao centripeta.

A energia cinética do sdlido é a soma das energias cinéticas das suas particulas:
K=Y 2mi? = imiz+ 2 m@nr? ®
2 27 G

O resultado obtém-se lembrando a eq. (2) que simplifica 0 segundo membro; e mostra a
decomposicdo da energia cinética na soma de uma contribuigdo de translagdo — o primeiro
termo, com uma contribuigdo de rotagdo — o segundo termo.

O momento cinético com pdlo na origem de LAB é a soma dos momentos cinéticos das

particulas do sélido:
Lo=)Y RA <m\7) => En (mVG> +Y mRA (@) AT
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Ora:
ZR/\ (mVG) 22m<ﬁg+f'> AVGZRg/\ (MVG> Zég/\ﬁ

onde, mais uma vez, se usou a eq. (2) para simplificar o resultado final. Esta parcela é
conhecida por momento cinético orbital. Quanto a outra parcela, designada por momento

cinético intrinseco ou de rotacao, tem-se:
S mEA@AT) = m (Ba+7) A@AT) =D miA@AT)

Notar-se-a que este € o momento cinético com poélo no centro de massa.

Os resultados anteriores levam finalmente a expressao:
Lo=Ra AP+ miA(@AT) 9)
Com:
Lg=)Y miA(@AT) (10)

Aqui reconhece-se, de novo, a decomposi¢gdo do momento cinético numa parte orbital e
numa parte de rotagao (L(;>.

E importante notar que as decomposigdes nas egs. (8) e (9) s6 foram possiveis porque
usamos o referencial CM; tivéssemos escolhido outra origem para o referencial no sélido,

iriam surgir, em geral, termos adicionais.

Momentos de inércia

As contribuictes da rotacio nas egs. (8) e (9) tém somas, sobre as particulas, de produtos
de pares das coordenadas, no CM, de cada particula. Explicitemos essas expressoes onde,
a seguir, os indices se referem a essas coordenadas e um indice repetido implica soma

sobre o seu valor (i.e., 1,2,3):

1 1
5 Z m ((Ij A 77)2 = §wiwj Z m (772(51']' — xixj)

E, para a componente ¢ = 1,2, 3 do momento cinético de rotagéo:
w; E mi? — wj E MT;T; = W; E m (172515 - xixj)

onde d;; é o simbolo de Kronecker: §; = 1se ¢ = je d;; = 0 se i # j.

As quantidades:
Iz'j = Zm (TZ(SZ'j - :Bil‘j) (11)

sdo os momentos de inércia do sélido referidos ao referencial escolhido com origem no centro

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927//rce2020.044 | setembro de 2020 4


http://doi.org/10.24927/rce2020.044

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

de massa. Constituem um tensor simétrico de 22 ordem?, i.e., sdo componentes de uma matriz

real e simétrica. Como tal, é diagonalizavel resolvendo a equagao dos vetores proprios:
3
A A (A
Do Lyel? =1 x—123
Jj=1

Aqui, A enumera os vetores e valores prdprios. Recordamos os principais resultados:

a) Os trés valores préprios séo solugdes da equagéo secular:

Iih—1 I I3
det([[]—[l):0<:> 121 122—1 123 =0
I3 I3o  I33—1

(1 é a matriz unidade). Essas solugbes sdo necessariamente reais e podera haver dege-

nerescéncia se duas ou mesmo as trés forem iguais.

b) Vetores préprios correspondentes a valores préprios distintos sdo necessariamente
ortogonais. No caso de degenerescéncias, podem sempre escolher-se ortogonais.

Assim:
e . g =gy, ANp=1,23

Os valores proprios sdo designados por momentos principais de inércia e os vetores
proprios definem as direcoes principais de inércia. Muitas vezes, estas diregoes sao deter-
minadas simplesmente por consideragdo de simetrias.

Ha, evidentemente, vantagem em identificar os eixos do referencial CM com as direcgoes
principais, i.e., €] = é“); €y = é@); &3 = &), que aceitaremos doravante. Nesta base,
o tensor de inércia esta diagonalizado, ficando muito simplificadas as expressées da ener-

gia de rotagdo, e do momento cinético de rotagao, obtendo-se:
3
. 1 (), 2
Energia de rotacao: 3 ;—1 Iy,

3
Momento cinético de rotac3o: I_;G = Z I(k)wké'k (12
k=1

Podemos, finalmente, reescrever as egs. (8) e (9):

3
_lse 1 (k) 2
K_§MVG+§ZI w? (13)
k=1
EO:EgAﬁ+EG (14)

Ficam aqui registadas as expressdes dos momentos de inércia principais:
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1MW = "m (23 +23)
1@ =>"m (a3 +2?) (15)
IO =3 "m (23 +23)

Na pratica, o teorema de Steiner revela-se muito util para o calculo de momentos de
inércia. O teorema mostra que se I ¢ o momento de inércia em relagdo a um eixo qualquer,
nao necessariamente principal, passando pelo centro de massa, e I’ é 0 momento de inér-
cia em relagdo a outro eixo paralelo ao primeiro a distancia d, entdo I’ = I + Md?. A

FIGURA 1 exemplifica o teorema.

FIGURA 1. Exemplo de aplicacao do teorema de Steiner.

Exemplos de alguns momentos de inércia.
Em todos os exemplos que se seguem, supomos que a massa esta uniformemente dis-
tribuida (FIGURA 1).

i) Esfera, raio IR — ha completa degenerescéncia:

2
I= 5MR? (16)

i) Cilindro (Raio da base R, altura h - o eixo do cilindro é direccéo prépria (eixo princi-

pal 3), onde se situa o centro de massa, a meia altura. Ha dupla degenerescéncia:

iii) Paralelepipedo (arestas a, b, ¢ paralelas, respectivamente, a 1,2, Z3) — o cen-

tro de massa coincide com o centro do paralelepipedo (FIGURA 2).
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-+->

v

FIGURA 2. Paralelepipedo.

10 =M age 2

12
7@ _ % (& +a?) (18)
O % (a® + 1?)

iv) Elipséide (semieixos a, b, ¢ paralelos, respectivamente, a 1, x3, £3) — 0 centro de
massa coincide com o centro do elipsoide.

- % (B2 + )
M

72 — = (2 + a2) (19)

O % (a2 + 1)

A esfera surge como um caso particular (¢ = b = ¢ = R). No caso de haver simetria

de revolugdo em torno do eixo 3, por exemplo, é a = b = R, obtendo-se:

M
W=1@=1, =— (R?*+)
5
oM 20
3) o 2
¥ == = =R

0 caso ¢ < R representa uma esfera achatada nos pélos que, no limite ¢ — 0, é um

disco; e o caso ¢ > () representa uma esfera alongada na diregdo dos poélos.

Forcas e seus momentos; equagées de movimento

Cada particula de um sdlido rigido esta submetida a dois tipos de forgas: umas tém origem
em fontes exteriores ao sélido, tal como o peso, e que designaremos por forcas aplicadas,
com a notagao F(“); as outras sao forgas internas, que notaremos por ﬁ(i), e resultam
da agdo de uma particula sobre outra mantendo o sélido rigido. Estas forgas internas tém
uma importante caracteristica: considerando um par qualquer de particulas a forga que
uma particula exerce sobre a outra tem a diregdo da linha que une as particulas e, pelo
Terceiro Principio de Newton, esta segunda particula exerce sobre a primeira uma forca

igual e oposta (FIGURA 3). Por este motivo, a resultante das forgas internas é nula, sendo
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também nulo o seu momento resultante com pélo arbitrario. E como a distancia entre as

particulas é fixa, as forgas internas nao realizam qualquer trabalho.

FIGURA 3. Forgas internas e aplicadas sobre particulas num sélido rigido.

A equacgido de movimento para uma particula é:

Somando sobre todas as particulas do sélido, obtem-se:

dv — dﬁ — (a) 21
>omar =g =2t y

E, pois, a resultante das forgas aplicadas que faz alterar a quantidade de movimento do
solido.

Consideremos, agora, o momento das forgas que actuam sobre uma particula. O pélo
para o momento é a origem do referencial LAB. Tem-se:

Mo=RANF=RA (ﬁ(“)+ﬁ(i))

Somando sobre todas as particulas, é eliminada a contribuicado das forgas internas, ob-
tendo-se:

Nip =S BAF® = Bg A S F@ 4 3 7p 7@
0 momento é, assim, a soma do momento da resultante das forgas aplicadas como se es-

tivesse localizada no centro de massa, com o momento intrinseco, i.e., 0 momento das for-

¢as aplicadas em relagdo ao centro de massa. Ora, pelo teorema dos momentos cinéticos, é:
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s de - de d- d -
Mo=2T, = P Lo = F@ L
0= qiLo="FRoh P+ ple=FRahy F+ Gl

onde se usaram as egs. (9) e (21). Comparando com o resultado anterior, vem:
7LG = Z FAF@ (22)

0 momento cinético intrinseco evolui por agdo do momento das forcas aplicadas em
relagdo ao centro de massa.

As equacoes (21) e (22), projetadas em qualquer sistema de eixos, originam seis equa-
¢oes que determinam a dindmica dos seis graus de liberdade do sélido. Elas separam com-
pletamente o movimento do centro de massa do movimento de rotagdo em torno do centro
de massa. Aquele, comporta-se como uma particula material (com a massa do sélido),
enquanto este exibe uma dinamica muito mais rica. Quando observamos um planeta dis-
tante, é o movimento do centro de massa que é descrito; quando detetamos as ondas de
radio que nos chegam de um pulsar (estrela de neutrdes), obtemos informacio sobre a

dinamica da sua rotagao.

Poténcia das forcas e trabalho virtual
Como referido atras, as forgas internas néo realizam qualquer trabalho. Calculemos, en-

tdo, a poténcia das forgas aplicadas:
P= Y FO.7 = Y FO. (V4 anr) = (L FO) Vota (Y rn F9) @23

Esta expressdo mostra a decomposicdo da poténcia das forgas aplicadas em duas par-
celas, uma apenas envolvendo a resultante e a velocidade do centro de massa, a outra
envolvendo o momento resultante intrinseco e a velocidade de rotacao.

Usando as egs. (21) e (22), obtemos:

. dP _ dL
P = Gd——l—w dtG

Invocando agora as egs. (3) e (12), obtemos:

d d d (1 d (<
P= M - I =— (=MVZ)+— W2 | -
dt( VG>+W (Z ) dt (2 VG>+dt (Z “
> dis
®) e, . X
ZI WEEE dt
k=1

Ora:
das L (dwy dé), 3
E (Z wkek> = Z (ek + Wp—— ) Z (ek + wrd A ek> =
k=1 k=1
2 dy
k=1 Wek

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.2492//rce2020.044 | setembro de 2020 9


http://doi.org/10.24927/rce2020.044

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

Substituindo na equacao anterior e recordando a ortogonalidade da base CM, resulta:

4o < )4 ) () o

Vemos aqui a conservacgao da energia mecanica: o trabalho realizado na unidade de tem-
po pelas forgas aplicadas (i.e. a poténcia) distribui-se pelo aumento, na unidade de tempo,
das energias cinéticas de rotagao e translacao.

Regressemos a eq. (23) e multipliquemos ambos os membros por dt, um pequeno in-

tervalo de tempo. Fica:
oW = Pot (3 F@) ok + (Y 7n F@) - 56 (25)

Aqui, W é o trabalho infinitesimal realizado pelas forgas aplicadas: ele distribui-se
pelo trabalho da resultante das forgas aplicadas para uma translagédo do sélido e pelo
trabalho do momento das forgas aplicadas para uma rotacgao infinitesimal do sélido (ver
eg. (5)). Mas a eq. (25) é mais geral do que a sua dedug3o apresenta, porque podemos ima-
ginar para qualquer sistema, mesmo nao mecénico, uma translacdo ou uma rotagdo como
se tal sistema se comportasse como um sélido rigido. Nessas condicdes, 6V designa-se
por trabalho virtual sobre o sistema realizado pelas forcas a ele aplicadas e o segundo
membro da eq. (25) permite-nos, ent&o, obter a resultante das forgas aplicadas, imaginan-
do uma pequena translagao, e o momento resultante das mesmas forgas, imaginando uma
pequena rotacdo. Este método dos trabalhos virtuais tem um ambito de aplicagdo muito

vasto, abrangendo praticamente toda a Fisica.

As equacoes de Euler

Um sdlido rigido projetado no campo gravitico da Terra, tem um comportamento muito
mais variado do que o de uma particula material. E certo gue o seu centro de massa movi-
menta-se exatamente como uma particula (ver eq. (21)), mas o sélido pode rodar enquanto
se move, exibindo desse modo uma maior variedade de comportamentos. Para um campo
gravitico uniforme, e ignorando a forga de Coriolis? que em qualquer caso é uma pequena
correc3o, a rotacio do sdlido é regida pela eq. (22) com o segundo membro nulo, pois que é
nulo o momento do peso em relagéo ao centro de massa — o sélido roda livremente. Assim,

usando a eq. (12), tem-se:

d (< dwk dé, 2 dt
el E 1% E 1) e _ E FLQN - JAnE ) =
7 (kzl wkek> kT wp—— at 2 doon e + wpw A e 0

Projetando nos eixos principais de inércia, obtemos as equagdes de Euler para o sélido livre:

s )d;;l + (I(?’) - 1(2)> wows = 0
1 >d;f n (I(1> - I(3>) wiws = 0 (26)
16 )d;f + (I(z) —I(l)> wowy = 0
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Varios resultados interessantes sdo agora apresentados.

i) Se o vector rotacdo instantanea estiver alinhado com um eixo préprio (por exemplo,
wo = wy = 0, assim permanecera sempre, mantendo-se o sélido a rodar em torno desse
eixo. Também no caso de completa degenerescéncia dos momentos de inércia principais
(i.e., todos iguais), o sélido roda em torno da direccao inicialmente fixada, como acontece
com uma bola ou um cubo.

i) Admitamos que 1M < 1@ < 16 , como é o caso de um paralelepipedo com ares-
tas desiguais (ver eq. (18)) e estudemos a estabilidade das rotagdes efetuadas préoximas,

mas nao coincidentes, com cada um dos eixos principais.

Suponhamos, entdo, que w1 = {2 + dwy, com dw, wa, w3 Muito menores que §2. A
primeira equagdo em (26) mostra que dwq é de segunda ordem nos pequenos acréscimos
— a rotagdo dominante faz-se em torno de =1 com a frequéncia {). Quanto as segunda e

terceira equagbes, reescrevemo-las:

ﬂ”%f—(ﬂ@—ﬂUy%on

ﬂw%g_(ﬂm_ﬂwngxo

Donde:

Pwy (IO — 1) (1) — 1)

2 ~
a2 T oK Wwy =0

E a equagdo de um oscilador harménico com a frequéncia natural

TG — 1MW) (12 — (1)
o ) ( )

72)1(3)

. 0 mesmo acontece com ws3. Estas componentes per-

manecem pequenas e a rotagao efectua-se primordialmente em torno de 1, com peque-
nas oscilagdes deste eixo. Quer dizer, a rotagdo em torno de x1 é estavel.

0 mesmo procedimento aplicado a uma rotagdo em torno de 3 conduz a mesma con-
clusdo, embora com diferente frequéncia do “oscilador harmoénico™.

0 que se passa com o segundo eixo? Procedendo como antes, fazemos wo = 2 + dws,

com dwo, w1, w3 muito menores que (). Obtemos, da primeira e terceira equagdo em (26):

ﬂ”%%+(ﬂ®-[®)m%:o

7@ dws <[<2> _ I(l)) Qwp ~ 0

dt
Donde:
d2 7B — 1) (7@ — 7 (1)
o ) ( ) e ~ 0
dt? 113
A mesma equacgdo é obtida para w3. As solugbes sdo proporcionais a et com
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([(3) — [(2)) (1(2) - [(1>)
T 1B)

pre crescimento no tempo: as rotagées em torno do eixo 2 sdo instaveis! Este eixo esta

. Para condigdes iniciais genéricas, havera sem-

a=

associado com o momento de inércia de valor intermediario. Para um paralelepipedo
como na FIGURA 2, este eixo é perpendicular as faces com a menor e maior arestas (ver
eg. (18)). Assim, quando atiramos um livro introduzindo-lhe rotagio, esta sera instavel
quando o eixo de rotacdo for perpendicular a lombada do livro que, em geral, é a que se
apresenta nas condigdes indicadas. Rotagdes em torno dos eixos perpendiculares a face

larga da capa ou ao topo do livro sdo estaveis.

iii) Um pido a girar tem uma grande variedade de movimentos que n&o cabe aqui analisar
na totalidade. Iremos, apenas, considerar um pido simétrico mantendo fixo o seu ponto
de contacto com um plano horizontal. Admitidos realizadas as condi¢gbes que permitem
que também se mantenha fixo 0 Angulo 6 que o seu eixo de simetria faz com a vertical (tal
acontece para rapidas rotagoes). Esse eixo é um eixo de simetria que identificaremos com
o eixo principal x3. Interessa, aqui, considerar o ponto fixo para origem O do referencial
ligado ao sélido e designaremos por Ill e 1| os momentos de inércia em relagdo respec-
tivamente ao eixo de simetria e a qualquer eixo perpendicular aquele passando pelo ponto
fixo. Sendo (2 a velocidade de rotagdo em torno do eixo do pido, entdo EO = IHQé’g e,

pelo teorema dos momentos cinéticos, obtem-se:

dl_;o _ 3
dt o

FIGURA 4. Precessao do pido.

S6 ha duas forgas aplicadas: o peso e a reagdo do plano horizontal localizada no ponto
fixo. Mas esta, pela sua localizagdo, tem momento nulo. Quanto ao peso, esta aplicado no
centro de massa situado no eixo de simetria, & distancia [ do ponto fixo, contribuindo com o
momento — M glé3 A €, onde €, é o versor da vertical, independente do tempo. Assim,

a equacao anterior fica:
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de: o o
I d—tg = Mgle, A é3 (27)

Notemos que 6 é o angulo entre os versores €3 e €,. Qual o significado desta equa-
¢do? Comegamos por observar que o vetor no segundo membro da eq. (27) é horizontal e
tem grandeza senf . Entdo, num curto intervalo de tempo ¢ o versor €3 € acrescido de
Mgl
modo que este mantem a sua grandeza unitaria. Quer dizer, naquele curto intervalo de tem-

Mglsenf
I
segundos, outra rotagcdo do mesmo angulo, e assim sucessivamente. Esta acumulacao de
Mglsen'’

€3 = €30t , acréscimo que é horizontal e perpendicular ao versor original €3, de

po, o versor ¢35 rodou na horizontal do angulo oo = Q0t . Passados outros &t

acréscimos no angulo de rotagao totaliza 27 ao fim de um periodo 1" = 27

Mglsenf

movimento de precessao e o resultado obtido para a frequéncia de precessao é facilmente

i.e., a frequéncia desta precessao do eixo do pido é w = . A eq. (27) tipifica um

adaptado a outras situagdes onde aquele movimento ocorre.

iv) A Terra tem a forma de um elipsoide ligeiramente achatado nos pélos. O eixo do elip-
soéide ndo coincide com o eixo de rotag&o: subtendem um angulo § = 23, 5°. Daqui decor-
rem duas consequéncias: mesmo que ndo existam momentos aplicados, conservando-se,
pois, Eg, o eixo de rotagao efetua uma precessao em torno do eixo de simetria — o estudo
desta precesséao € aqui estudado. Mas existem forgas aplicadas, originando um momento,
devidas as nao uniformes forgas de atracio gravitacionais quer do Sol quer da Lua — essa
precessdo, com periodo de cerca de 30.000 anos, é de analise mais complexa, ndo sendo
aqui considerada.

Na auséncia de momentos aplicados, as equacgdes de Euler (ver (26)) serdo usadas com
as seguintes adaptacées: o eixo do elipsdide sera tomado como eixo 3, admitindo um
momento de inércia IH' Os outros dois eixos sdo escolhidos arbitrariamente no plano per-
pendicular ao eixo de simetria e /| designa o momento de inércia em relagdo a qualquer

um deles. Nestas condigdes, as equagdes de Euler escrevem-se:

dw
IL7;+(I||_IL)W2W3:0

dw
ILdif—{—(IL—IH)wlw;e,:O
O _g =0

dt

E, pois, constante a componente do vector rotagao instantanea segundo o eixo de sime-
tria, devendo ser () = wrcosf ,com wp = 27/ dia. As outras duas equagdes reduzem-

-se, para cada componente, a equagao de um oscilador harmanico, estando desfasadas de
™

%
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d?>w Iy -1,

21 H szl =0

dt I

Quer dizer, a projeccao do vector rotagdo instantanea no plano perpendicular ao eixo de
IH — IL IH - IJ_ 1

I, > Q). ParaaTerra, 7IJ_ ~ 300° ob-

tendo-se um periodo de precessio de 327 dias, aproximadamente, muito préximo do valor

simetria, roda com a frequéncia w = <

observado de cerca de 430 dias®.

v) O péndulo composto

0 péndulo simples, sendo um dos mais elementares “reldgios”#, tem o inconveniente de
ser muito suscetivel a perturbagdes externas, tais como humidade ou temperatura, que
alteram o seu comprimento e afetam o seu regular funcionamento. O péndulo composto é
muito mais estavel a essas perturbagoes e faz parte integrante dos “reldgios de pé"” muito
usados em séculos passados. A FIGURA 5 exibe a componente essencial de um péndulo
composto, preparado para varias experiéncias que facilmente podem ser implementadas
em laboratérios. Trata-se de uma régua (massa M , comprimento ) com uma série de
furos equidistantes ao longo da régua por onde se pode suspender num eixo horizontal. De-
signamos por h a distancia do centro de massa (a meio da régua) ao eixo horizontal e por
6 o &ngulo da régua com a vertical, contado a partir deste e no sentido antihorério (direto).
Tomando o ponto de fixagdo como origem do LAB, o teorema dos momentos cinéticos for-
nece a equagdo do movimento, notando que apenas o peso gera um momento neste pélo:

d%0

IW = —Mghsen

0 momento de inércia I em relacgdo ao eixo horizontal é facilmente calculavel usando o
teorema de Steiner:
MI?

I=— + MR
12 "

A equacdo de movimento € idéntica a de um péndulo simples. Para pequenas oscilacoes
(senf =~ @), reduz-se a de um oscilador harménico®, obtendo-se, assim, o periodo do mo-

vimento:
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FIGURA 5. O péndulo composto (acima) e a dependéncia do periodo na distancia do centro de massa ao eixo de rotagao.

E facil ver que a funcao 1T’ (h) passa por um minimo e n3o deve surpreender a divergén-
cia para h = 0 pois que, em tal caso, o eixo de sustentacdo passa pelo centro de massa.
Esta funcdo esta representada na parte inferior da FIGURA 5 (os valores negativos de h
apenas representam pontos de sustentacdo simetricamente colocados em relagao ao cen-

tro de massa).

vi) O giroscdpio de Foucault

Em 1852, Léon Foucault apresentou uma sua invengao, o giroscopio (FIGURA 6), um apa-
relho puramente mecéanico que aproveita a rotacdo da Terra para indicar a diregdo Norte
(geografico). O giroscopio consiste num disco capaz de se orientar no espago, posto a girar
com uma velocidade de rotacdo uniforme (em grandeza) através de um motor; o eixo desta
rotagdo passa pelo centro de massa do disco, de modo a garantir que o momento do peso,
em CM, é nulo. A precessao do eixo deve-se ao momento das forcas de Coriolis® e depende,
pois, do movimento de rotagdo da Terra. A andlise do comportamento dindmico do giroscé-
pio é bastante laboriosa e extensa pelo que néo sera apresentada aqui. Mas é facil perce-

ber o principio do funcionamento com o seguinte modelo simples: uma esfera em rotagao
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livre no espacgo (sem qualquer ponto de apoio). Designando por W o seu vetor rotagao
instantanea, entdo o momento cinético intrinseco é EG = I, onde I é 0o momento de
inércia em relacdo a qualquer eixo passando pelo centro de massa. Sobre cada elemento
de massa dm atua, apenas, a forga de Coriolis (porque a Terra ndo é um referencial de
inércia): —2dmdar A 7, com (7 vetor rotacdo instantanea da Terra e /' velocidade do

elemento de massa em relagéo a LAB (na Terra).

FIGURA 6. Giroscopio de Foucault.

Ora, para uma rotacdo da esfera é / = J A 7. Deste modo, temos:
Mg = /dmm(—szAﬁ) =2 /dm(w/\F) (@& -7) = IS A dr

Assim:

dLe - _)dcv S A G
—_— = — =wWwAW
dt G r

O vetor rotagdo instantanea da esfera precessa em torno do eixo de rotacdo da Terra,

indicando, dessa forma, a diregdo do Norte geografico.
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