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Ondas de
gravidade em
fluidos

Eduardo Lage

Universidade do Porto

Atirar uma pedra a um tanque ou o pingar de uma gota numa bacia com agua sao excelen-
tes oportunidades para se observarem e estudarem as ondas de gravidade?, um importan-
te topico da mecanica de fluidos? Estes exemplos nao podem esquecer que este conceito
também se aplica a ondas no mar, a rios ou lagos, a diversos fendmenos atmosféricos ou

simplesmente ao fluido que enche um copo ou uma proveta'.

Uma onda de gravidade é um fenémeno periddico, no tempo e no espago, que se mani-
festa na superficie de separacao de dois fluidos, sendo agua e ar os mais comuns pelo
que serdo, aqui, considerados como exemplos tipicos. Em equilibrio no campo gravitico
da Terra, a superficie que separa os dois fluidos é plana e horizontal (para distancias
curtas comparadas com o raio da Terra), servindo como referéncia, ficando a 4gua abai-
X0 e 0 ar acima deste plano. Nesta primeira abordagem, o ar serve, apenas, para man-
ter uma pressao atmosférica que se admite ser constante e uniforme na superficie de
separagdo — mais adiante, sera discutido qualitativamente o efeito que uma onda de
gravidade tem no ar. A dgua é considerada um fluido incompressivel (i.e., densidade
constante), sem viscosidade.

Uma pequena perturbacao na superficie afasta-la-a do plano de referéncia, elevando-a
acima do plano numas zonas e baixando-a noutras zonas. Imaginemos dois pontos na

agua a mesma distancia do plano de referéncia (FIGURA 1).

FIGURA 1. Onda de gravidade num canal ou tanque.
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0 ponto A, situado abaixo de uma elevacgao instantanea da superficie de separacao, apre-
senta uma maior pressao hidrostatica que a verificada no ponto B, localizado abaixo de
uma depressdo da mesma superficie. Esta diferenca de pressdes empurra a dgua de A
para B, baixando a superficie em A e subindo-a em B, originando, assim, uma propagacgao
destas alteracdes na superficie — esta propagacéo é a onda de gravidade. Comegaremos
por estudar o caso mais simples: ondas longas em aguas rasas, conceitos que se tornarao
precisos mais adiante. Designamos por H a profundidade da 4gua, i.e., a distancia do pla-
no de referéncia ao fundo, suposto plano e horizontal, onde assenta a agua. Iremos, aqui,
apenas considerar que a onda de gravidade se propaga numa Unica diregdo que tomaremos
para eixo Z; o eixo z tem a diregado vertical; e 0 eixo Y, que ndo desempenhara qualquer
papel nesta abordagem, é perpendicular aos anteriores, podendo admitir-se que a agua

esta confinada a um canal ou um tanque, de largura b.

FIGURA 2. Parametrizacao de uma onda de gravidade.

Designamos por ¢ (2, %) a elongagdo instantanea que a superficie de separagdo apre-
senta num dado ponto e num dado instante: se { > 0({ < 0), o nivel da 4gua est4 acima
(abaixo) do plano de referéncia. Admitimos ser ( < H: trata-se, pois, de uma pequena
perturbacdo em relagdo ao equilibrio. O movimento do fluido faz-se, essencialmente, na di-
regdo x: designamos por Uy (:1:, t) essa velocidade, ignorando quer a componente v, quer
qualquer dependéncia de v, com a profundidade, dado esta ser pequena (“aguas rasas”),
por hipotese. Nestas condigdes, as equagdes que regem o movimento do fluido deduzem-
-se facilmente. Para isso, consideremos a porcao de fluido instantaneamente situado em

ox ox 3
xr — 5 T + o0 como se mostra na FIGURA 2. Ent3o:
a) Conservagdo de massa
A massa situada no dominio indicado é 0M = pb (H + ¢ (z,t)) dz, onde P é a mas-
sa especifica do fluido (4gua). Deste modo, a conservagdo de massa imp&e que, durante

um pequeno intervalo de tempo dt, o aumento da massa 0 seja igual & massa que

ox

entra naquele dominio. Ora, em * — —, entra a massa:

pb <H—l—§ <x—52x,t>>vz (m— 52x> 0t ~ pbHwv, (:r—?,t) ot
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o )
eem x + g sai amassa pbHuv, <x + ;, t) dt. Entao:

d _ oc. ox ox _ Ovy
6t%6M = 5tpba<5x = pbHt l:U(T <x 2,t> Vg (36 + 2,t>} = —pbHét o ox
Istoé:
a¢ OV
9% _ g 1
ot oz @

b) Lei fundamental da dindmica

Ignorando a tensio superficial, que sera considerada mais adiante, a pressao no interior
da &gua é suposta ser a pressao hidrostatica, que deve reduzir-se a pressdo atmosférica
(pa) na superficie de separacéo, i.e., P = pa + pg (¢ (z,t) — 2). Entéo:

Ov. _ _0p_ _ OC
Por = or Mox
Isto é:
Ov,  0¢
ot - Yor (2
Combinando as equagoes 1 e 2, obtém-se:
¢ ,0%
I 27> 3
o2~ Vo2 ®)

onde:

co =+ gH (4)

é a velocidade de propagagédo das ondas de gravidade nas condigdes referidas. A veloci-
dade do fluido v, satisfaz @ mesma equagao 3, conhecida genericamente por equagao de
onda® (a uma dimens&o espacial). Note-se a auséncia de dispersao (Co € uma constante),
em contraste com o que acontece quando se considera a tensao superficial ou profundida-
des arbitrarias, como se vera adiante.

Antes de prosseguirmos, € conveniente analisar a componente V. do campo de velo-
cidades que, recorde-se, foi ignorada. Tal sera justificado se for v, < v,. Ora, ¥, deve

anular-se no leito da 4gua (i.e. z = —H) e atingir o seu maior valor, v, = (, na super-

ficie de separacdo. Entdo, podemos ignorar v, se for C‘ < |Ua;\ ou, pela equagéo 1,

Ovg : L o
H B & |vg|. Se vz variar periodicamente numa distancia A, como acontece numa
i
. 0vy Vg . . . N . .
onda, entdo —= ~ ——, Assim, a condicdo anterior fica A > H, o que justifica a designa-
r

cdo de “ondas longas em aguas rasas”.
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Tem muita importancia e interesse analisar as solugdes harmdnicas da equacéao 3. Estas
solugdes dependem do tempo através das fungdes trigonométricas seno ou co-seno. Como
a equacao 3 é linear, é valido o principio da sobreposicdo pelo que podemos genericamente

estudar solugdes do tipo onda plana e monocromatica:
¢ (z,t) = Re [506*’“‘““1 (5)

onde éo é a amplitude (complexa) da onda, w é a frequéncia angular e k,, é o vetor de

onda. Observemos que estas solugdes sdo periddicas no tempo com o periodo:

T=— (6)
w
sendo habitual designar por frequéncia o inverso do periodo. Analogamente, vemos que
¢ (x, t) ¢é espacialmente periddica, sendo o periodo espacial conhecido por comprimento

de onda (o seu inverso é o nimero de onda).

Inserindo a expressao (5) na equacgao 3, obtemos a relagdo de dispersao:

hy = £ (®)
€o
No caso presente, a relacéo ¢ linear e a ela nos referimos pela frase “ondas sem dis-
persdo”, como também acontece em ondas acusticas e eletromagnéticas (no vazio), mas
ndo é o caso geral. E facil ver que a solugdo kx > 0 representa uma onda que se propaga
para a direita, enquanto k; < O representa uma onda que se propaga para a esquerda.
Aceitando kK > 0, a fase da onda de amplitude é a funcio:

¢ (x,t) = kpx —wt

w w

Vemos que a fase em (', t) éamesmaem (z + 0x,t + t) se 6 = — dt; assim, —

x xT

¢, genericamente, a velocidade de propagacéao de fase, sendo, no caso presente, igual a Co.

Usando a equac3o 4, vemos que esta velocidade é 1m/s para H=10 cm (onda de lavato-
rio), 10 m/s para H=10 m (onda de mar) e 200 m/s para H=4000 m (tsunami).

Nao se deve confundir a velocidade de fase da onda com a velocidade do fluido — esta
oscila sinusoidalmente e o seu valor depende das condigdes iniciais; aquela representa a
velocidade de propagagio dos maximos (ou minimos) da amplitude a superficie.

A propagagio de uma onda de gravidade faz-se acompanhar de uma propagagéo de
energia. De facto, a energia contida, num dado instante, entre os planos verticais £ = T1
e T = X9 > X1 é constituida por duas parcelas:

1.2 Energia cinética

xo 1
K(t) = / du pbHv?

1
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2.2 Energia potencial gravitica

T2 ¢ T2 1
U(t) = / dx / dzpbgz = / dmipgb (C2 — H2)
Jxq J—H Jx

1

Assim:
L[ 2 2 2
E(t):K(t)+U(t):§ dxbp (Hv; + g (¢* — H?))
1
Entao:
aE _ [ ou OO\ _ [ 0, o Due _
p . dﬂpr(va 5 —|—gC8t> = /:cl dmbp(Hgvmax—FHgCax) =

 dzbpgr 2
/I1 xbpg %(Cvz)

Aqui, usamos as equacgdes 1 e 2 para obter o resultado final. Identificamos o fluxo de
energia:

J (w,t) = pgbH( (,) vy (x,1) = pbcgC (x,1) vy (2, 1) (9)

Com efeito, o resultado anterior pode escrever-se:

dE
7dt = J(l’l,t) — J(xg,t)
que, por palavras, se lé: o aumento, por unidade de tempo, da energia no intervalo [x1, xz]
é igual a energia que entra em 1 menos a energia que sai em 2.

Para calcularmos este fluxo, temos de usar as representacées reais dos campos ¢ e Uy.
Mas se quisermos calcular a média sobre um periodo de oscilagdo, o resultado é bastante

simples:

(7 (2)) = gpbekRe [cvs] 10)

(o asterisco representa complexo conjugado). Considerando, por exemplo, a onda monocro-

. , . - , krg g
mética atras escrita, comegamos por notar que a equagdo 2 dd v, = ——( = =, pelo que:
w co

1 .12
(J (@) = 3pbgco| G

(11)

Uma onda de 1 m de amplitude no mar com a profundidade de 4000 m transporta a
mesma energia que uma onda de ~ 4.5 m quando a profundidade é de 10 m. E estaa forca
destruidora de um tsunami. No canhdo da Nazaré, a amplitude ainda é maior porque a lar-
gura b torna-se muito menor nas proximidades da praia — a onda fica encurralada, sendo

obrigada a subir em altura.
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0 efeito da tensao superficial

A tensdo superficial € uma forga que se manifesta na superficie de um fluido e que tem origem
na parte atractiva das forgas moleculares. A sua caracterizacao é simples: imaginemos uma
curva fechada na superficie — em cada elemento da linha, de comprimento dl, a tens&o super-
ficial é a forga exercida pela parte da superficie no exterior da linha, sendo tangente a superficie

e perpendicular a linha, dirigida para o exterior da curva, com o valor odl, onde o é uma cons-

ox ox
tante. Consideremos a FIGURA 2 e atentemos na porgéo de superficie em [m T T+ o |

A tangente a linha, em qualquer ponto, € o vetor (1, 0, C, (z, t)) onde a plica indica derivada

em ordem a x, podendo considerar-se normalizada a unidade porque temos vindo a desprezar

/ (SCL'
termos quadraticos em (. Assim, a tensdo superficial é ob <1, 0,¢ <:L‘ + 7, t> ) no

ox

-, t) > no extremo esquerdo.

/
extremo direito daquele intervalo, e —0b <1, 0,¢ (3? — 3

A resultante destas forgas é, pois, abg'” dx segundo o eixo vertical.

Devido a isto, a pressdo exercida pelo fluido num ponto da superficie ndo é mais
igual & pressdo atmosférica, tendo-se, agora, P (z,()bdz + UbC”(S:r = p.boz, ie.,
p(z,¢) =pa — JC”. Assim, no interior do fluido, o campo hidrostatico da pressao é
p(x,2) =p(@,¢) +pg (C = 2) = pa — 0 + pg (¢ — 2), 0 que modifica a equa-
¢ao 2, obtendo-se:

dv.  dp &
Por T oz Mox

03¢
+U@

A equacdo 1, exprimindo a conservacao de massa, ndo é modificada. Eliminando a velo-
cidade entre estas equacoes, obtemos:

o2 0x2  port

¢ I 0%¢ o0
992 p Ozt

Para uma onda plana monocromatica, é ( e_’“’t"'m”, deduzindo-se a relagdo de

dispersao:

w? = gHFk; (1+a’k}) (12)

| o
onde @ = , /— é conhecida por constante capilar. Existe, pois, dispersdo de ondas que,
P9

porém, pode ser ignorada se k,a < 1.Paraadaguaé 0=72.8x103N/m, pelo que @ ~3 mm.
Assim, a tensao superficial ndo pode ser ignorada para comprimentos de onda inferiores a
2ma ~1.8 cm. As ondas de gravidade na 4gua de uma bacia ou no lavatdrio sdo, essencial-

mente, dominadas pela tensao superficial — sendo designadas por ondas gravitocapilares.
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Generalizagao para profundidade arbitraria
Neste caso, temos de considerar as duas componentes da velocidade da dgua, pelo que a

equacao de movimento fica:

ov R
=Vp+pg=—V(p—pa+pgz) (13)

No segundo membro, incluimos, por comodidade, a pressdo atmosférica, constante; e
vemos que, sendo este segundo membro um gradiente, entdo também se tera:
U=V (14)

Esta funcdo ¥ é designada por potencial velocidade. Assim, substituindo na equagao 13,

tem-se:

dp
@%——@—m%ww (15)

Aincompressibilidade assumida para a dgua traduz-se por:

V-9=0 — Ap=0 (16)

Procuremos, agora, solugdes em que, a superficie da agua, se tenha um deslocamento
tal como na equagdo 5. Ser3, entdo, de esperar que o potencial velocidade apresente a

mesma dependéncia no tempo e na coordenada z, i.e., da forma:
¢ = Re |:JE (Z) eiksziwt] (17)
Substituindo na equacgéo 16, obtém-se:

d2f R
)2
dZ2 LBf 0

A solugdo geral desta equagao é uma combinagao linear de seno e co-seno hiperbdlicos

Ora, sabemos que, no leito da 4gua (2 = —H ) deve ser ¢, = 0, i.e.,

(690> =0« of =0
02 ). gy 0z e

Assim, a solugdo procurada é:

f = Joch (ks (2 + H)) (18)
Na superficie livre da 4gua (z = (), tem-se:
Vy (mv C?t) - C g <aZ>Z:C - C (19)
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Usando as equagdes 5, 17 e 18, e aceitando ser ( < H, obtém-se:
ke fosh (kxH) = —iwCo
E, da equagao 15, tira-se:
—iw foch (ks H) = —go
Estas duas equacgoes fornecem a relagao de dispersao:
w? = ghkyth (k. H) (20)

Vemos, aqui, outro exemplo de uma relagdo nao linear entre a frequéncia angular e o
vetor de onda, originando dispersio das ondas com diferentes frequéncias. E vemos que a
solugdo antes estudada é um caso particular desta: ondas longas em aguas rasas significa,
apenas, k, H < 1.

Tem interesse estudar com algum detalhe o campo de velocidades. Admitindo, para sim-

plificar, que éo é real, deduz-se das equacgbes 14 e 17:

_aﬁ_gkacCO Ch(kx (Z+H)) .
Vo =g = o (ko) cos (kyxr — wt)
v — % _ gkaO Sh(ka: (Z+H))

0w ch (kyH)

sen (kyx — wt)

Consideremos a vizinhanga de um ponto (g, 29) no interior da 4gua, podendo, assim,
substituir estes valores nos segundos membros das equagdes acima. Para uma “particula”

de agua nesta vizinhanca, a sua trajetoria é definida por:

dr _ gkeCoch (kz (20 + H))
pri vz (0, 20,t) = " o (o ) cos (kyxo — wt)
dz gkaCo sh (ks (20 + H))

= Uy ,20,t) = z20 ™
il (0, 20, 1) " o (ko ) sen (kyzo — wt)

Assim, por simples integragao, obtém-se a trajetoria:

z(t) —zo = —gwi;CO ch (]ZZ EZOI—;)H»SQH (kzo — wt)

k‘x (Z() =+ H))
ch (k. H)

(o) + (i) - (o)

As trajetorias sdo elipses, alongadas na diregéo de progressao da onda a superficie (eixo

z(t) — 20 = %Co sh{ cos (kyro — wt)
w

Entao:

) e o eixo menor é tanto mais pequeno quanto maior a profundidade (2o mais negativo),
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anulando-se no leito da 4gua (FIGURA 3). A superficie, onde esta ondulacdo é mais forte, ela

é bem sentida por quem boiar, no mar, longe da zona de rebentacgao.

FIGURA 3. Trajetdrias das particulas e sua variagdo com a profundidade. A linha azul representa a progressao da onda
a superficie.

Nota final

0 ar, acima da agua, apenas serviu, no exposto, para fixar a pressdo atmosférica. Con-
tudo, a situacgdo é bem mais interessante: as vibragoes da onda de gravidade na super-
ficie induzem ondas sonoras no ar. Para uma onda de gravidade plana e monocromati-
ca, como as que consideramos, a frequéncia angular w e o vetor de onda k. impdem o
padrdo espagotemporal das vibragdes a superficie, exigindo esses valores para a onda
sonora. Porém, esta propaga-se segundo x e z: assim, a onda sonora é representada por
e~ Wwitikzatik:2 o tem a relacdo de dispersdo w? = cg (k‘g + k‘z) onde Cs é a veloci-

dade do som, da ordem de 340m/ s.

. - . 2 of1 1
Ora,com w = coky para a onda de gravidade, entdo deduzimos que k:z =w'| 53
Cs cH

Habitualmente, é cs > cg, pelo que k, é imaginario: a onda sonora amortece & medida
que se afasta da superficie de separagdo. Na situagéo oposta, ¢s < Cq, a onda sonora pro-
paga-se sem amortecimento, transportando energia das vibragdes na superficie: agora, é
a onda de gravidade que experimenta atenuacgao! Ndo prosseguiremos esta interessante

analise.

Notas

@ Nao confundir com as ondas gravitacionais da Relatividade Geral

" Podia adicionar-se a (15) uma constante que sé poderia depender do tempo, mas tal ndo tem importancia porque s6 as
derivadas espaciais tém significado fisico: sdo as componentes da velocidade
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