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Teoria da radiacao
eletromagnética.

Eduardo Lage
U. Porto

O azuldo céu e 0 vermelho no ocaso sao manifestacoes da radiagdo eletromagnética gerada por cargas
aceleradas. O campo da radiacao deduz-se a partir dos potenciais retardados aqui definidos e obtidas
as suas expressoes exactas. Para grandes distancias das fontes e pequenas velocidades das cargas,
comparadas com a velocidade da luz, obtém-se uma boa aproximagao para o campo de radiacao ca-
racterizado por depender da aceleracao transversal, em relacao a linha de visao do observador. Os re-
sultados sao aplicados ao estudo da radiacao emitida por um oscilador harmanico e por uma carga em
movimento circular, discutindo-se as difusdes Thomson e Rayleigh, a instabilidade de modelos classi-
C0s de dtomos e a radiacao emitida por um magneto em rotagao que constitui um modelo aproximado

para um pulsar.

As ondas eletromagnéticas sao oscilagdes dos campos elétrico e magnético que se propagam
no vazio com a velocidade da luz, sendo detetadas pelas suas interagcdes com cargas e corren-
tes. Inversamente, cargas e correntes que variam no tempo geram ondas eletromagnéticas —
sao as solugdes particulares das equagdes’:

1 9% p
202 Ap = % (1)
1924 - d

Zoz M=oz

(@)

Aqui,pe i sao as densidades de carga e corrente, as fontes do campo, enquanto que p e A

sao os potenciais eletromagnéticos a partir dos quais se deduzem os campos fisicos:

o A
E=-ve->5- (3)

B=vAA (4)

Se se projetar a equacao (2) nos eixos cartesianos, facilmente se percebe que as trés equa-
cOes assim obtidas sao analiticamente idénticas a equacao (1). Considerar-se-4, entao, a solu-
¢ao particular desta equacao, adaptando-se imediatamente o resultado final para a solu¢ao da
equacao (2). Considere-se um pequeno volume localizado na origem das coordenadas de modo
que a carga instantanea nesse volume é:

Q) =p (O,t) dv (5)
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Serd Ghvio que a solucdo da equacao (1) para esta carga apresenta simetria esférica. Assim,
usando coordenadas esféricas? procura-se solucdes da forma:

V() o

(p(?",t) = r

Considere-ser # (, de modo que o segundo membro da equacao (1) é nulo para aquela car-
ga. Obtém-se:

1 0% 0% 0

2o g2 0 >0

A solucao genérica desta equacao € a sobreposicao de duas funcoes arbitrarias, cada uma s6
dependente de um Unico argumento®:

G (rt)=f(r—ct)+g(r+ct) (7)

A funcao f, designada por solucao retardada, representa uma onda esférica que se propaga
a partir da origem, enquanto a fungdo g (solucao avancada) representa uma onda esférica que
converge para a origem. Ora, é de esperar que a onda gerada pela carga () (t) se propague a
partir da carga como exige o principio da causalidade. Assim, serd ignorada a solucao avancada,
0 que introduz uma assimetria no tempo que nao esta presente nas equacoes de Maxwell.

Regressando a equacao (1), com o segundo membro incluido e representando a carga, € evi-
dente que, quando 7 — 0, se deve encontrar o potencial eletrostético:

6Q (1)
t) — — 2~
v (h ) r—0 471'60’!”

Entao, pelas equacdes (6) e (7), obtém-se:

0Q (1)
47r€0

f=ct) =

Ora, afungao f sé tem um argumento,  — ct. Assim, com o resultado anterior, obtém-se a
especificagao completa desta funcao:

o s0lt=)_r(i=

47T€0 47T€0

Invocando a equacao (6), deduz-se o potencial elétrico para esta carga situada, por hipdtese,
na origem:

p<6,t—g)dv

4megr

z . . . . .~ =/
E, agora, possivel generalizar. Primeiro, suponha-se que a posicao da cargaé  * e o ponto de
=42 s oA . . — —/
observacao é 7, de modo que a distancia entre a carga e o ponto é R = ‘7“ -7 | pelo que a
expressao anterior fica:

p (7' t—L)av’
47T€0R
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Segundo, para uma distribuicao continua de cargas, a solucao retardada obtém-se por sim-
ples aplicacao do principio da sobreposicao:

1 Pt — &
(7 = /dv’p(T = ) (8)

Como referido anteriormente, a solucdo da equacao (2) é:
- 1 i(Ft— £
A(Ft) = —— / a5 9)

Estas equacoes sao as solugoes exatas para distribuicoes arbitrdrias de cargas e correntes.
A partir delas deduzem-se os campos elétrico e magnético através das equacoes (3) e (4).

FIGURA 1. Raio de luz

Interessa aqui considerar a geracao de uma onda eletromagnética dentro de aproximagoes jus-
tificadas. Para isso, comeca-se por notar que um raio de luz (FIGURA 1) é a propagacao de ener-
gia no interior de um cone que subtende um angulo sdlido d€) (FIGURA 2): o fluxo de energia,
na unidade de tempo, através de qualquer base esférica a distancia arbitraria, 7,do seu vértice é

IT’QdQ, onde [ éaintensidade da radiagao, i.e., a grandeza do vetor de Poynting":
(10)

§: EOCQEAE

FIGURA 2. O fluxo de energia mantém-se constante para distancias a fonte cada vez maiores

. . E
Ora, para uma onda eletromagnética propagando-se no vazio é B = —, pelo que
c

= 1.
I= ‘S’ x E2 Assim, para um raio de luz, obtém-se ¥ oc —. E esta a caracteristica funda-
T
mental do campo de radiacao que se deve contrastar com o decaimento espacial do campo ele-
1
trostdtico parao qual é E — Considerando a origem de coordenadas num ponto qualquer
r
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no interior da regiao onde se situam as fontes da radiacao, entao, numa primeira aproximacao,
os potenciais ficam, para grandes distancias dessas fontes:

. 1 /., R
o~ - — M
o= [avp (-2 )
—— 1 ~( o R
~—— [ dV - — 12
A (7 t) pr——— '/d z(r Jt c) (12)

0 célculo dos campos elétrico e magnético, equacoes (3) e (4), obriga a derivar estas expres-
sdes em ordem ao tempo e as coordenadas do vetor de posicdo °. Ora, em relacdo a estas,

irdo ser ignoradas as derivadas do fator —, porque levam a um decaimento espacial ainda mais
T

rapido dos potenciais. Assim, tais derivadas serao obtidas apenas do tempo retardado:

tr=1t— E (13)
Tem-se: ¢
1 Ap (7', t%) R
~ AAUNLADY i (14)
Ve 4dmeqr / ot v c
Ora, sendo:
R=r—7' (15)
entao:
R

onde € € 0 versor que aponta das cargas para o ponto de observacao. Note-se que qualquer
, ) 1 .
derivada em ordem a uma coordenada deste versor, € de ordem — pelo que sera ignorada. Rees-
T

crevendo a equacao (14):

1 op (7', %) |
~ — av’ : 16
VY 47reocr/ v ot R (16)

Observa-se que a lei de conservacao de carga* permite substituir a derivada da densidade
de carga:

Ip (', t)

I
o = -V z(r ,t)

Aqui, V' é o gradiente aplicado as componentes de 7. Assim, na equaco (16), tem-se:

3P(F/,t*) - ) T ot o I T (=l g% 6Z(Fl,t*) Ip¥
T—_[V 'Z(T 7t>L/:t*__v .l(T ’t)—i_T'Vt B
e L B )
= V‘Z(Tat)‘i‘T’?
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No segqundo membro, o primeiro termo resulta da lei de conservacao de carga na qual as deri-
vadas em ordem as coordenadas sao efectuadas com tempo fixo, posteriormente calculado no
tempo retardado; no sequndo termo, a primeira parcela efetua as derivadas espaciais da den-
sidade de corrente incluindo o tempo retardado, corrigindo-se esta expressao na segunda par-
cela, com as derivadas espaciais do tempo retardado; no ultimo termo, ficam explicitadas estas

derivadas notando-se, apenas que V'R = — 7 R.Substituindo na equacao (16), tem-se:
1 - 91 (7', t*) ég
~ av' |/ i (F ) - L e
Ve 4dmeger / v ( ) ot c|7F

. . — . / .
No segundo membro, comeca-se por incluir o versor e g nas derivadas de \/', subtraindo a
acao deste gradiente naquele versor; no primeiro caso, o teorema de Gauss anula o integral e,

no segundo caso, obtém-se termos em = que se ignoram como atrds se referiu. Assim:

ot c | 8 18)

om L /dv, O (7, 1") éR]q
dreger

Estd calculada uma das parcelas do campo elétrico na equacao (3). Quanto a outra parcela,
usando a equacao (12), tem-se, simplesmente:

QA(Ft) 1 /dv,aff(??’,t*)

ot  Admeoc?r ot

Usando a equacao (3), obtém-se finalmente:

o1 (7', ) (af(w,t*) . ) H]
— .eR R o

B(rt) = 1/dV’

dmegc?r

1 . A G
—W/WERA(‘%A&

Quanto ao campo magnético, as equacdes (4) e (12) dao, nas aproximacdes referidas:

ot ot

(19)

- 1 i (7', t*)
~— v o A :/dV’ pA 2D
47‘(’60027”/ VA (T ) dmeoc?r \ ot

P2 gk (20)
1 /dV’é}{/\ <€R/\ M)

- dmegc?r | ot

Estas expressoes serao agora utilizadas para obter uma férmula aproximada para o cam-
po de radiacao originado por uma carga pontual (¢) em movimento. Para isso, comega-se
por discutir o que é o tempo retardado para tal carga. Considere-se a origem de coordena-
das no ponto de observacdo e designe-se por 7 (t) a posicdo instantanea da particula. Entdo,
usando a equacdo (13), o tempo retardado é definido por:

|7 ()]

=t — (21)
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Imagine-se uma onda esférica que converge para a origem no instante ¢ (FIGURA 3). A onda
atinge antes a carga no instante retardado e a posicao desta nesse instante é a sua posicao
retardada 7 (™) — tal é o significado da equacao (21).

. U
FIGURA 3. PosicOes atual e retardada para uma carga em movimento (ﬁ = —)
c

Sao o instante e posicao da carga quando emitiu a radiacao que chega ao observador no ins-
tante ¢. Quando se olha para o Sol agora, ohserva-se onde estava cerca de 500 segundos an-
tes. Mas haverd apenas um instante retardado para cada instante ¢ de observagao? Se hou-
vesse dois ou mais, haveria duas ou mais imagens da mesma carga a chegarem ao observador
naquele mesmo instante ¢, o que sé seria possivel se a carga tivesse viajado a velocidades
superiores a da luz. Do mesmo modo, s6 poderia ndo existir instante retardado, i.e., ndo haver
solucao da equacao (21), se a imaginada onda esférica nunca atingisse a carga, 0 que mani-
festamente significa que a carga viaja a velocidades superiores a da luz. Assim, a realizacao
pela experiéncia comum de cada objecto ter uma e uma sé imagem significa que s existe uma
solucdo da equacao (21). Da equacao (21) deduz-se uma primeira aproximacao para o instante
retardado, admitindo que a velocidade da carga é muito menor que a velocidade da luz:

!

v(t)

P =) - T ) o e = e - DT e

Assim, para velocidades da carga muito menores que a velocidade da luz, a distancia a posi-
cao retardada é, praticamente, a distancia a posicao atual. Como tal, a equacao (21) fica:

” @)

c

=1 — (23)

Doravante, a condigao de baixas velocidades (v < ¢) serd assumida.

Interessa, aqui, considerar o campo eletromagnético gerado por uma car-
ga em movimento em pontos muito afastados da regiao onde se move a car-
ga. Assim, com uma origem de coordenadas escolhida dentro dessa regiao, tem-
-se R~ r a distancia da origem ao observador, e €r ~ €, O versor que
aponta dessa origem para o observador. Nestas condicges, as equacoes (19) e (20) ficam:

Lo 1 i (7 =1 1 ﬂ
E(7t) = 471_80027)67,/\{ / v’ = } = Trocant { 5 /dvf Ly 7)}

/dv’ *’ f——) = T ANE(F 1)

c

B(rt) = 47rsoc2
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Para uma corrente de transporte é 4 = p/, de modo que, para uma carga pontual, g,

tem-se:
=2 q N N o r
e~ anfani(i-D)] o
(7, 1) 47?50627‘€T A € Nd - (24)
B(Ft) = % AE (7, t) (25)

onde @ é a aceleracao da carga. O campo elétrico é determinado pela aceleragdo transversal da
carga, i.e., perpendicular a direcao definida pela carga e o observador. Tal facto explica o angulo
de Brewster®: na ética geométrica haveria um raio refletido naquela direcao, mas os dipolos
que constituem o meio dielétrico estao a vibrar exatamente naquela dire¢ao pelo que nao ha
emissao nessa direcao e, portanto, nao ha onda refletida.

Note-se que E E €,- formam um triedro direto. Com estes resultados, obtém-se o fluxo
de energia:

= = 2
\ é, (26)

S(7t) = eo B A B = egc ‘E (7, )

Estes resultados sao validos, apenas, dentro das hipGteses referidas (grandes distancias
de observacao, cargas com haixas velocidades). A solucdo exata das equacdes de campo
para uma carga pontual, designadas por equacoes de Liénard-Wichert, pode ser encontrada
na bibliografia, no final deste artigo.

Os exemplos seguintes clarificam estes resultados.
1.2 Oscilador harménico.
A FIGURA 4 representa um oscilador harmdnico unidimensional®, um modelo simples para a

emissao de radiagao por dipdlos elétricos moleculares. Com o eixo 2 na diregao das oscilagdes,
consideram-se coordenadas esféricas para identificar a posicao do observador.

FIGURA 4. Carga a oscilar num patencial harménico

Designando por wy a frequéncia prépria do oscilador, a sua posicao em qualquer instante é:

z = 2 cos (wot)
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onde z( é a amplitude da oscilagao. Assim, a aceleracao transversal para o observador é:
ar = wgzo cos (wot) sin Oéy

onde €y é o versor dirigido no sentido em que @ cresce. Usando a equacao (24), o campo elé-

trico da onda radiada é:

— r q 2 : 7iw0(tfz) —
~ ————qQr (t — 7) = ——————wjzpsin ORe [e c)| ey
dmeoc?r c dregc2r 0
A onda recebida pelo observador esta polarizada linearmente. Para um observador a gran-
des distancias do oscilador, a superficie esférica da fase pode ser substituida pelo plano tan-

gente, pelo que o factor de fase se escreve:

r -
wo(t—g>:wot—k‘-77

= Wo, .
comk = — €, o vetor de onda. Para o observador, trata-se de uma onda plana monocromé-
c

tica como foi ja considerada em Ondas eletromagnéticas.
0 fluxo de energia da radiacao emitida é definido pelo vetor de Poynting, equacao (26), ob-
tendo-se para a intensidade (média do fluxo sobre um ciclo de oscilagao:

2
c =2 oc q
1(6 :r2<5-é'>:5 cr? ‘E‘ = | ——wizsinb (27)
(6) " 0 2 \dmege? 07
Esta intensidade é designada por dipolar, sendo preponderante no plano perpendicular as
oscilacdes (FIGURA 5). A poténcia total emitida é:

W

W ¢ (wiz)
5ot

- dmeg  3c3

o (6)

FIGURA 5. Emissao dipolar.

Consequentemente, o oscilador perde energia e vai amortecendo as oscilagdes. A energia do

1
osciladoré E,s. = fmwgzg, pelo que:

2

dEosc o _67W _ dEossc — _~E
ot ar s
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onde a constante de amortecimento, 7, é:

2 2 2
v q° 2wy L0 q 2
- 3 - 2
47eg 3me WO dre, (w%) 3mc
A Ultima expressao mostra que a razao X é aproximadamente o quociente da energia
wo

2me
potencial elétrica para uma distancia da ordem do comprimento de onda ()\ = ) pela
wo

energia em repouso do oscilador. Para a carga de um eletrao e para frequéncias no visivel
(wo =~ 1014371),obtém—sel ~107%

wo
H3a um outro importante efeito que o amortecimento, qualquer que seja a sua natureza, intro-

duz na radiacao emitida pelo oscilador. Com efeito, a equacao de movimento do oscilador da:

&z dz
Tt

a2 +w(2)z:O

Procurando solucoes da forma e~ ™ encontram-se duas solugOes complexas para w:

3V (3)
w = —i- T \/wi— | =
* 2 07 \2
0 movimento genérico do oscilador é, pois, a sobreposicao de duas oscilagdes amortecidas
com amesma frequéncia (a parte real de w-.). Para simplificar, admita-se que v < wy; entao,

a solucao da equacao de movimento é:

A diminuicao da amplitude processa-se muito lentamente: o oscilador efectua muitas vi-
bracdes com a frequéncia w antes de diminuir ligeiramente a sua amplitude. Deste modo,
pode-se tomar a média do fluxo de energia radiada para um ciclo de vibragao, obtendo-se uma
intensidade que decai exponencialmente no tempo:

I(t) = Ioe

onde I é a intensidade atras deduzida. Esta constante de amortecimento, -y, aparece, tam-
bém, como a largura da risca espectral de frequéncia wg. Com efeito, a aceleracao da carga:

.. _at
a(t) =%~ —wize 2 cos (wot)

nao é mais monocromatica. Um detetor, por exemplo, rede de difracao’ é sensivel as diferentes

frequéncias na decomposicao de Fourier da radiagao associada com esta aceleragao. Ora:

it 2 iw—3
a(w) = dte™'a (t) = wizg———s——
) ./0 () = Y2 = w? —iyw
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Aintensidade registada no detetor é proporcional a |a (w)|*

2 w?

(w2 — w2)2 + 202

i (W)[* = (w5 20)

A funcao da frequéncia no sequndo membro, é conhecida por Lorentziana (FIGURA 6). Estd
concentrada nas vizinhangas da frequéncia natural do oscilador, apresentando uma largura 7.
E, entao, esta a largura da risca de frequéncia wg observada num espectroscépio.

FIGURA 6. Lorentziana

Imagine-se agora que o oscilador é actuado por uma forca externa originada por uma onda
eletromagnética que sobre ele incida. A equacao de movimento fica:

d?z dz

dt? an efiwt

+ w%z =

onde F, é aamplitude do campo eléctrico da ondaincidente. A resposta do oscilador a esta ex-

citacao é a solucao particular da equacao de movimento, apresentado a amplitude complexa:
qEq 1

z =
2
mwo

—w? —iyw

Como consequéncia da aceleragao assim induzida, o oscilador emite radiagao dipolar com
uma intensidade proporcional a média no tempo da aceleragao:

wt

(w2 — wz)Q 22

I x

onde ], € a intensidade da onda incidente. Reencontra-se a Lorentziana: a intensidade
radiada € maxima na ressonancia. Na atmosfera, as moléculas comportam-se como os-
ciladores sob accao da luz solar. As frequéncias préprias destas moléculas (azoto, oxigé-
nio) sdo muito superiores as frequéncias na luz visivel (essas frequéncias préprias estao
associadas com as energias de f6tGes que a molécula pode absorver). Nestas condicdes
(wp > w), aintensidade radiada é proporcional a quarta poténcia da frequéncia (disper-
sao Rayleigh, FIGURA 7).
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FIGURA 7. Difusao Rayleigh no visivel.

Com o Sol alto, a luz azul é muito mais difundida que aluz vermelha (a frequéncia do azul é qua-
se 1,6 vezes maior que a do vermelho) — o céu é azul. Mais para Este, a radiacao que ld chegaja
pouco azul ou amarelo contém pelo que o céu no ocaso é avermelhado.

2.2 A instabilidade do dtomo cldssico de hidrogénio.

AFIGURA 8 representa um electrdo (carga —g, massa 1) descrevendo um movimento circular
(raio b) em torno de um prétao (carga ¢, massa M >> m) praticamente imével. Este seria o
modelo classico do atomo de hidrogénio.

FIGURA 8. Carga com movimento circular, marcando-se a velocidade (azul) e aceleragao (vermelho)

A aceleragao do eletrao é centripeta, a = w?b, sendo a frequéncia angular w determinada
pela lei fundamental da dinamica:

g 5 ¢

2
me 4mregb? v 4dmegmb?

0 campo eléctrico de radiacao gerado pelo eletrao num ponto a grandes distancias do atomo
(r>b)e

— LEL)T
dmeoc?r

onde ¢ € aaceleracdo transversal, i.e., perpendicular ao versor €, das coordenadas esféricas
representadas na figura. Facilmente se encontra:

dp = —w?b[E cos B cos (wt — ¢) + €g sin (wt — @)
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0 vetor de Poynting fica:

Aeoc?r

H L2 2
S = ¢goc ‘E‘ €, = eoc ( ) (w2b)2 [(COSQCOS (wt — ¢))? + (sin (wt — ¢))?| &,
Efetuando a média para um periodo de revolucado, obtém-se para a intensidade radiada na-

quela diregao:

I(0,¢) =epc <47rg(302)2 (wa)Q (1 + (cos 9)2)

0O fluxo de energia da-se predominantemente na direcao perpendicular ao plano do movi-
mento. Assim, a poténcia total radiada é:

oW e q 2 5281 1 g2 2112
— = [dUU(0,¢)= — | —— b) — = ———— (Wb
ot (6:9) 2 <47r5002> (w7) 3 3dmepc? (w7)

Note-se que esta também é, fundamentalmente, a energia radiada num acelerador circular
de particulas, embora ai a velocidade das cargas seja proxima da velocidade da luz no vazio.
Por tal motivo, esta radiacao é designada por sincrotrénica. Com a aceleracao da carga atras

deduzida, a poténcia radiada fica:

W ¢ <#:ob)3

ot 3b (me2)?
Considere-se b ~ 10~ 0m <1A> tal como se estima na teoria cinética dos gases. Entdo,
2

q
TEN

~ 17eV, enguanto que me? =5 x 10°eV, obtendo-se

para a carga do eletrao, é

~ 2 X 10106V/S. Ora, sendo b o raio da drbita, a energia do electrdo no seu movimen-

2

q ~ —8, 5eV, pelo que em cerca de 1025 o electrao cairia para
47T60b

ot

1
toé §m (wb)2 —

o nucleo!

Este resultado era do conhecimento de J. ). Thomson quando, em 1897, descobriu o electrao
e apresentou o primeiro modelo do dtomo: eletrdes em repouso numa esfera de prétoes. O mo-
delo seria descartado apds as experiéncias de difusao de particulas alfa (nicleos de hélio) por
Rutherford, onde se verificou existir um ntcleo de raio 10° vezes menor que o raio do atomo.
Rutherford recupera o modelo planetdrio do atomo, percebendo-se melhor a enorme auddcia
de N. Bohr quando, em 1913, postula que o eletrdo se situa em drhitas estacionarias onde ndo
radia, s6 aparecendo radiacao quando o eletrao salta de uma dessas drbitas para outra de me-

nor energia, emitindo entao um fétao, o quantum da radiacao.
3.2 A difusao Thomson.

Imagine-se uma onda electromagnética plana e monocromatica a incidir sobre uma carga elé-
trica livre. Escolhendo o eixo z com a direcao do vetor de onda incidente, a carga movese no
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plano perpendicular, oscilando com a frequéncia da onda incidente e emitindo radiacao com

a mesma frequéncia, designada por difusdao Thomson (1898). A aceleracao &, simplesmente,
a= iﬁae_i‘“t (ignora-se o efeito, muito menor, do campo magnético). Usando a geometria
m

da FIGURA 8, encontra-se facilmente a intensidade da radiagao emitida:

€cC

10.6) =%

2 2
(4(]2> {(cos 0)? | Ey cos ¢ + By sin ¢|* + | Ey sin ¢ + B, cos ¢|*
TEQMC

Para radiacao incidente nao polarizada, obtém-se:

1 q> 2
10,0)=-|— [00802 1}[
0.0 =1 (25 ) [teost) +1] B
onde I, é a intensidade da radiacao incidente. A intensidade total radiada obtém-se por in-
tegracao sobre o angulo sélido:

a0 & N\ AT
I = /dQI = g (471'5077102) Line = ?Tclinc

onde 7. é o raio cldssico do eletrdo. Recordar-se-a que I é a poténcia total difundida enquanto
I; e €apoténciaincidente na unidade de drea.

A difusao Thomson é importante no estudo de plasmas ou em Cosmologia onde aparece
sobreposta a radiacao cdsmica de fundo.

4.2 Radiacao emitia por um magneto em rotagao.

Um pulsar é uma estrela de neutrdes com a massa do Sol e o raio da Terra. E o que resta da
explosado de uma supernova, rodando rapidamente (com periodos do milissegundo) e conser-
vando um fortissimo campo magnético cujo eixo nao coincide com o eixo de rotagao. Cargas
elétricas, sobretudo eletrdes, confinados pelo campo magnético, descrevem drhitas helicoidais
em torno do eixo magnético, originando uma fortissima radiacao que atingird a Terra se o pla-
neta, por acaso, se encontrar na direcao do feixe emitido. 0 movimento das cargas é seme-
Ihante ao que ocorre num solendide gigante, podendo este ser modelizado por um magneto
em rotacao. Considere-se entao a radiacao emitida por uma magnetizacao M definindo uma
corrente 7 = 7 A M . Substituindo na equacao (12), obtém-se:

Aty ~ L [ av (V/AM (F’,t’))

 A47r t=t— &

onde se usou arelacao de Maxwell soﬂOCQ =1
Procedendo como anteriormente, substitui-se o integrando pela identidade:

(V’AM(F’,t/)) R Zv'/\J\Zf<F/,t—R) +1V’RAJ\2<W¢_R> _
t’:t—? C C C
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Aqui, o ponto sobre a magnetizacao indica derivada em ordem ao tempo. O primeiro termo do

tltimo membro, substituido no integral, da 0, pelo teorema de Gauss. Deste modo, obtém-se:

Aty = 10 /dV’aRAM (F’,t - R) ~ O aA/dvfM (7e-1) =
C

drre c dmre

—__Ho aAﬁ(F’,t—f)
dmre c

onde se admitiu grande distancia entre o magneto e o observador para se ter R =~ r. Nesta
expressao final, ff € o momento magnético do sistema. O campo de radiagdo & agora facilmen-
te deduzido a partir das equacdes (3) e (4):

= A 140 - r
By = A o o (T

(1) ot 47rrcer AT c
BFtH=gnAd~ 10 vA[é}/\ﬁ(F’,t—f)] ~

drre c
. 1 .

:ﬂaA[aAﬁ(F’,t—f)] — & ANE

4d7rc? c c

0 magneto roda com a velocidade angular &, pelo que i = & A ji.Escrevendo o momento
magnético como soma de uma componente paralela ao eixo de rotacao, [ZH, e outra perpendi-
cular aquele eixo, [ , é apenas esta que varia no tempo, tendo-se:

fiL=@NIL — jiL=-wiL

Observe-se que |7 | = psin «v,onde « é 0 angulo entre os eixos de rotacdo e magnético.
O fluxo de energia radiada é obtido através do vetor de Poynting:
. . B 1 a‘Qq pow? fr))}2 €

S=FEN—=—|FE ezi[é'A(é’/\*L(t_, -
o poc "7 lme)te LT\ c))] r?

Note-se a proporcionalidade a w* tal como na difuso Rayleigh. Para uma obhservagao ao lon-
go do eixo de rotacdo, a radiagao tem polarizagao circular e para uma observacao normal aquele
eixo, a radiacao apresenta polarizacao linear. Para outras latitudes, a polarizacao € eliptica.

A radiacao emitida por um pulsar nao sé informa sobre a sua frequéncia de rotacao como
sobre o momento magnético efectivo e o angulo que este faz com o eixo de rotacao. A frequén-
Cia de rotacao é extremamente estdvel tornando os pulsares em relégios de grande precisao

utilizados para navegacao de sondas espaciais de longo curso.

Apéndice: Campo electromagnético gerado por carga pontual em movimento arbitrario.

Considere-se a FIGURA 3 onde 7 (¢) e 7 designam respetivamente, a posicdo instantanea
da carga e a posicao do observador (imdvel), ambas referidas a uma origem de um sistema
de eixos cartesianos arhitrario. A posicao do observador em relacao a carga é notada por
7 — 7 (t), definindo-se o versor € (t) = M O instante retardado, t* é determina-

R R(t)

*
do pela solucdo da equacdo t* =t — —, onde R* = R (t*) é a distancia do observador
c
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a posicao retardada da carga (doravante, o asterisco designa grandezas referidas ao instante
retardado). Os potenciais de Liénard-Wichert sdo as solucGes das equaces de Maxwell para
0s potenciais eletromagnéticos gerados pela carga pontual:

(7 q 1
T’ - %, ook
v dregR* 1 - ¢

—k

Aqui, U é a velocidade instantdanea da carga. O potencial magnético, /T éidéntico ao que se
obteria para uma carga em movimento uniforme apenas tendo que se referir a velocidade ao
instante retardado. O potencial eléctrico é o potencial de Coulomb calculado na posicao retar-
dada com uma correccao que o faz aproximar do seu valor na posicao actual (veja-se a expres-
sdo aproximada para o tempo retardado, equacao (22)).

As intensidades dos campos elétrico e magnético deduzem-se destes potenciais usando as
equacoes (3) e (4). O calculo é bastante extenso nao sendo aqui reproduzido, remetendo-se o
leitor interessado para a bibliografia sugerida. O resultado final é:

dmeg = 1 1 L U v*2 R, L U .
oo (o5 ()
c

onde @ é a aceleracao da carga.

0 campo elétrico é a soma de um campo de Coulomb, variando como R*ig, corrigido por
termos que s6 dependem da velocidade, com o campo de radiacao, variando como R*_l. Para
baixas velocidades da carga, v < ¢, 0 campo de radiacao reduz-se a equacao (24).
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