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Polarizacao eleétrica
e magnetizacao.

Eduardo Lage
U. Porto

A matéria é feita de atomaos e moléculas com cargas e correntes gue interagem com campos elétricos
0uU Magnéticos e ariginando, por sua vez, campos que se sobrepdem aos aplicados, determinando o
campo tatal. A polarizacdo elétrica e a magnetizagdo sao grandezas estatisticas construidas a partir de
modelos atémicos e que ajudam a caracterizar as propriedades dos meios que, Nos casos mais simples,
respondem linearmente aos campos aplicados. As equagdes de Maxwell sdo modificadas ao incorpo-
rarem aquelas grandezas, focando-se apenas nas cargas e carrentes livres controladas nas experién-
cias. Assim modificadas, as novas equacdes de campo ainda possibilitam a formulacao de leis gerais de
conservacao da energia e do momento associadas, agora, apenas ao trabalho e forca exercidos sobre

as cargas e carrentes livres.

Polarizagao.

Um meio polarizavel é uma substancia constituida por dtomos ou moléculas que apresentam
um alinhamento dos seus dipolos elétricos, seja espontaneamente (piroelétricos, e.g., turma-
lina, GaNiO, KH,PO,), abaixo de uma temperatura critica, seja por acdo de um campo elétrico
exterior (moléculas apolares, e.g., 0,,H,, oupolares, e.g,, HZO). Dessa forma, originam um campo
elétrico macroscdpico que se adiciona ao aplicado para definir um campo total o qual contribui
para o alinhamento microscépico. A polarizacao elétrica, ]3 € a média sobre um pequeno volu-

me 0V desses momentos dipolares:
P(7) 6V =) i (1
i

Aqui, §V deve entender-se como um volume macroscopicamente pequeno, centrado em
7, mas que contém um nimero muito elevado de dipolos para se poderem ignorar as flu-
tuacbes estatisticas na soma dos dipolos nele contidos (segundo membro da equacao (1)).
Imaginando cada dipolo como sendo ideal (i.e., duas cargas 4¢q separadas por 5 de modo
quep = qg), é facil concluir que aparece carga (dita de polarizacao) na superficie que separa
dois meios diferentes (FIGURA1).

FIGURA1. Polarizacdo e cargas superficiais
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Prestando atencao ao pequeno cilindro obliquo no meio 1, de volume AS’gl - 7119, Vé-
-se que todas as moléculas contidas neste volume depositam carga positiva na superfi-
cie. Designando por 11 0 nimero de moléculas por unidade de volume, a carga depositada é
n1q1 ASTo - 51 = ]31 - 7112 AS. Raciocinio idéntico para o meio 2, leva ao aparecimento
de carga negativa —]32 - 1125 naquele elemento de superficie. Assim, a densidade superfi-

cial de cargas de polarizacao na superficie de separacao é:

pfgp) = (151 - 132) “ T2 (2)

Considerando apenas o meio 1, supondo que esta limitado por uma superficie fechada X2, a

deposicao de carga nesta superficie significa que existe carga de polarizacao no seu interior.

A carga total que tal meio depositou na superficie é Qgp) = / dSTi1s - ]31, de modo que
JX

no interior fica a carga — / dSiie - P = — / dV <y . P, pelo teorema de Gauss. Assim,
Jx .

define-se a densidade vollimica de carga de polarizacao:
P = _ . P (3)

Estas cargas de polarizagao conservam-se separadamente de outras cargas porque cada di-
polo mantem unidas as cargas £q. Ora, usando a equacao (3), tem-se:

dpF) oP

o~ Vo
levando a identificacao de uma densidade de corrente de polarizacao:

oP
P _ Y7 4
i ; (4)

E habitual separar as cargas e correntes de polarizacdo das cargas e correntes livres sendo
estas as que se controlam em experiéncias. Assim, a densidades decarga e corrente totais ficam:

p= o 4 p(P)
P= 707

Substituindo a primeira relacao na equacao de Maxwell-Coulomb, tem-se:

‘TEZ;KNHWQ>=;OM—VJﬂ

Define-se o vector deslocamento elétrico por:
D=¢E+P (5)

obtendo-se:
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0 deslocamento elétrico é inteiramente determinado pelas cargas livres.
Quanto as correntes, substituindo a decomposicao anterior na equagao de Maxwell-Ampere,
obtém-se:

T AB =g E(l)+ﬂp)+ao%f = o E’(’>+aal: (7)

Considere-se, agora, o trabalho realizado pelo campo sobre as cargas livres:

%g: dVW%EZ—/ﬁvwkvwz—/ﬁvv-@%ﬂ+/ﬁvwvﬂ”

No dltimo membro, o primeiro termo, sendo um integral sobre todo o espaco, anula-se (teo-
rema de Gauss); quanto ao sequndo, a conservacao das cargas livres, da:

SW ' dpt) ' oD

&—‘_/dV*"at—i/dVW' e
oD oD

= (oG ) [wee

onde, de novo, se utiliza o teorema de Gauss para eliminar o pendltimo integral (divergéncia).
Assim, obtém-se:

5W__/ ~ 0D @

A E.Z2=
ot v ot

Este importante resultado tem vdrias consequéncias que serdao analisadas adiante. No que se
segue, apenas se consideram meios nao polarizados na auséncia de um campo elétrico aplicado.

A natureza do meio determina a relagao entre a polarizacao e o campo elétrico no seu interior.
Na maior parte dos casos essa relacao € linear e faz intervir o tensor susceptibilidade elétrica:

P =eoxijEj (9

(Nesta expressao, esta implicita uma soma sobre indices repetidos). Em meios anisotrdpicos,
esta relacdo é responsavel pelos fenémenos de birrefringéncia dptica (aragonite, calcite) que
aqui ndo serao desenvolvidos. Nos meios isotrépicos (gases, liquidos, cristais do sistema cubi-
co), a relacao anterior simplifica-se na forma que passard a ser usada:

P =cyx.E (10)

No Apéndice 1 é apresentado um modelo simples para a susceptibilidade elétrica, Xe.
Substituindo a relacao (10) na equacao (5), obtém-se:

D=cy(1+x)E=¢cE (M)

onde € é a permitividade elétrica do meio (a permitividade relativa, €, = 5/50, tem valores da
ordem da unidade nos gases e 80, na dgua, 75 no gelo, 26 no alcool etilico, 21 na acetona). Usan-
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do este resultado na equacao (8), vé-se que o trabalho do campo deriva de uma energia elétrica
definida em todo o espaco:

1 -
U, :/dV2eE2 — W = —dU, (12)

Pode ser dada uma outra forma a esta energia elétrica que torna transparente a sua relacao

com as cargas livres:

1 o = 1 ~ 1 =\ 1 3
Uez2/dVE-D:—2/dchp-D:—Z/dVV~<goD)+2/dVSOV'D

0 pendltimo termo anula-se (teorema de Gauss), obtendo-se, pela equacao (6):
1 0
Ue=75 [ dVep (13)

A FIGURA 2 mostra um condensador plano submetido a uma diferenca de potencial cons-
tante, V.

FIGURA 2. Condensador plano parcialmente preenchido por dielétrico

Um meio dielétrico é parcialmente introduzido no condensador, até uma distancia  do bordo
de entrada. Sejam a e b as dimensoes das placas, e ¢ a distancia entre elas. O campo elétrico

v
no interior do condensador, ignorando efeito de bordos, é /2 = —, obtendo-se, assim, para o
c

deslocamento elétrico:

el entre 0 x
D=
eoF entre x a

A carga livre ndo se distribui, pois, uniformemente nas placas, tendo-se:
Q(z) = eEbx + £oEb(a — x)

originando a capacidade:
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A energia eletrostatica é, pela equacao (13):

Qual a forca F' que o campo elétrico exerce sobre o dielétrico? Imagine-se que o dielétrico
¢ deslocado de dx, de modo que a forga realiza o trabalho F'dx. Mas este nao é todo o tra-
balho realizado pelo campo sobre as cargas livres porque tal deslocamento altera a carga do

dC

condensador, 5Q(x) = Vd—éx; este excesso é transportado através da bateria exterior, do
T

cdtodo para o anodo, pelo que o campo realiza o trabalho adicional —V'§Q(z). Assim, pela

equacao (12), tem-se:

dC 1_,dC 1. ,dC V2
Fox — VQEél' = —dUe = —§V2E r— F= 5‘/2% = % (5 — 80)

O dielétrico é puxado para o interior do condensador. Note-se que a origem desta forga resulta
da nao uniformidade do campo junto aos bordos do condensador, como se mostra na FIGURA 3.

FIGURA 3. A forca sobre o dielétrico tem origem no efeito de borda

Este exemplo explica um método experimental para determinar a permitividade elétrica de
um liquido (FIGURA 4). A forca devida ao campo faz subir o liquido até uma altura onde € equili-
brada pelo peso da coluna.

FIGURA 4. A permitividade do fluido € determinada pela altura a que sobe o liquido

Regressando a FIGURA 3, registe-se a capacidade do condensador com o espaco entre as
armaduras totalmente preenchido pelo dielétrico:
ba
C=Cl(a)=c— (14)
c
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Este resultado, referente a um condensador plano, estende-se a outras geometrias, bastando
substituir a permitividade do vazio pela do meio dielétrico na respectiva expressao da capacidade.
A FIGURA 5 mostra uma esfera com uma polarizacao uniforme, P, com o sentido vertical.

FIGURA 5. Campo elétrico originado por esfera com polarizagao uniforme.
R .- - (P (A
Tal significa uma carga superficial de polarizagao pg ) = P cos 8, onde 6 é o angulo entre
a vertical e o ponto na superficie. 0 campo originado por tal distribuicao de carga ja foi conside-

rado em “Eletrostatica”: é dipolar no exterior da esfera e, dentro dela, é uniforme com o valor O

q P q
FE = ——— Considere-se, agora, um meio dielétrico onde existe um campo uniforme, F'. Ima-
€0

gine-se que, no interior deste meio, existe uma cavidade esférica (FIGURA 6). Qual o campo E'
no interior da cavidade? A resposta obtém-se por simples sobreposicao: se se preencher a cavi-

= P
dade com a esfera da FIGURA 5, 0 campo naquela esfera é, por um lado, &/ - 3 e, por outro
-, €0

= = - P
lado apresenta o campo uniforme F. Assim, é £/ = E + 3o Este campo é designado por
€0

campo local porque é ele que actua sobre uma molécula apolar, por exemplo, colocada no centro
da esfera. A molécula adquire um dipolo elétrico 7, como se exemplifica no Apéndice 1, sendo:

ﬁz 8004E/

onde & é a polarizabilidade molecular. Considerando 7 moléculas por unidade de volume, fica
encontrada a polarizagao elétrica:

—

3na =

. ., P .
P=np=cona| E+ —eg| > P=cg—————
3 3 —na

Usando a equacdo (10), deduz-se a susceptibilidade elétrica, podendo finalmente estabele-
cer-se arelacao de Clausius-Mossotti:

_ 3xe _ 3(er—1)
3+ Xe 2+e¢y

no (15)

Este importante resultado estabelece uma ligacdo entre uma propriedade microscépica (o) e
uma propriedade macroscopica (), permitindo aferir o realismo de modelos moleculares.
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FIGURA 6. Cavidade esférica num meio polarizado

Magnetizacao.

Atomos ou moléculas podem apresentar momentos magnéticos ou estes serem induzidos por
um campo magnético aplicado. A ordenacdo espacial destes momentos magnéticos em sdlidos,
na qual intervém a interacao magnética entre dipolos, origina uma grande riqueza de estruturas
ferromagnéticas ou anti-ferromagnéticas que desaparecem acima de uma temperatura critica
(ponto de Curie em ferromagnetos e ponto de Néel em antiferromagnetos). Gases e liquidos sao,
em geral, desprovidos de tais ordenagdes e sé apresentam um comportamento magnético ma-
croscdpico como resposta a um campo aplicado. No que se segue, s6 serao consideradas estas
substancias, apresentando-se no Apéndice 2 um modelo simples para o seu comportamento.

A magnetizacao é a média sobre a unidade de volume dos momentos magnéticos nele contidos:
M (F) 6V = fis (16)
i

Aqui, 6V é um pequeno volume, centrado em 7°, mantendo-se as observacdes a seguir a
equacao (1). A magnetizacao define correntes na superficie e no interior de magnetos — sao
correntes de natureza microscdpica, nao detectaveis por um amperimetro.

A FIGURA 7 representa uma porcao da superficie (drea AzAy) de um magneto onde
a magnetizagao M define o eixo y. Considere-se o pequeno paralelepipedo (volume
AxAyAz) de que aquela pequena superficie é a face superior. 0 momento magnéti-
co no paralelepipedo é MyAxAyAz e pode ser imaginado como resultante de N es-
piras rectangulares, cada uma percorrida por uma corrente de intensidade I, de modo que
MyAmAyAz = NIAxzAz H§ assim, uma corrente superficial naquela face superior:
i Ay = NI = MyAyie,iS) = ( M A gz)

T
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FIGURA 7. A face superior da superficie do magneto apresenta uma corrente superficial de magnetizacao

Procedendo da mesma forma para outras superficies com diferentes normais, conclui-se ge-
nericamente que a densidade superficial de corrente de magnetizacao é:

E(A‘Z) =M A (17)

Considere-se, agora, 0 interior do magneto onde a magnetizacao é nao uniforme e nele ima-

oM,
gine-se um paralelepipedo onde a magnetizagdo M, cresce comz, i.e., 3 Y > 0 (FIGURAS8).
T

Dividindo o paralelepipedo em células verticais, 0 momento magnético de cada célula pode
ser considerado como resultante de espiras, sendo que a corrente, em cada espira, cresce com
. Deste modo, na face comum de células contiguas passa a existir uma corrente segundo 2.

- oM,
Repetindo o raciocinio anterior, conclui-se ser (z'M) = 7 Y um caso particular da rela-
z €T
¢ao genérica:
ZM =V A M (18)
FIGURA 8. Uma magnetizacdo nao uniforme gera correntes volimicas
Deste modo, a equacao de Maxwell-Ampere fica:
5 ) -
V/\B—,LLO(Z +V/\M> (19)
Defina-se o campo H por:
. B -
H=—-M (20)
Ko
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A equacao (19) mostra que H é inteiramente determinado pelas correntes livres:
vAH=i® (21)
e pela condicdo, derivada da equacao (20):
v-H=-v-M (22)

Mostrar-se-a adiante como estes resultados se reduzem, muitas vezes, as equacoes da Ele-
trostdtica.

0 trabalho realizado pelo campo sobre as correntes livres fica:
ow HON o 7B A H 2 7
= [ aviE = [avynd-E - Mﬂ—v(EAH)%H(vAEﬂ

0 termo com a divergéncia, integrado sobre todo o espaco, anula-se (teorema de Gauss) e o
seguinte da, pela lei da inducao de Faraday:

SW . 9B
_ ) 23
. /dVH 5 (23)

Os magnetos permanentes apresentam curvas de histerese (FIGURA 9):  area dentro da curva
é igual ao trabalho realizado pela bateria, igual e oposto ao sequndo membro da equagao (23).

FIGURA 9. Curva de histerese de um ferromagneto.

Na auséncia de correntes livres, o campo H gerado por um magneto permanente, obedece as

equacdes da Magnetostatica:
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Aqui, ¥, um pseudo-escalar, é designado por potencial magnético. Estas equacdes sao idén-
ticas as do campo eletrostatico, podendo simplesmente transpor-se muitos dos resultados ai
obtidos, como a sequir se mostra. Numa superficie de separacao de meios magnéticos, a con-

tinuidade da componente normal de B impoe a continuidade de (ﬁ + M) - 71 — 0s p6los

norte e sul de um magneto surgem, assim, como cargas magnéticas inseparaveis.

Num iman de barra (FIGURA 10), com forma cilindrica, de comprimento muito maior que o raio,
e magnetizacao uniforme dirigida segundo o eixo do cilindro, as linhas de forca de B Sao, no
exterior, semelhantes as de um dipolo magnético.

FIGURA10. Iman de barra

A equacao (17) mostra que a magnetizacdo pode ser entendida como correntes superficiais,
circulares em torno do eixo, pelo que o campo B é o de um solendide’, donde, no interior do
magneto, é:

_é =~ ILLOM
Uma esfera uniformemente magnetizada (FIGURA 11), apresenta, para ﬁ um campo unifor-

- M
me no seu interior, H = 3 e o campo dipolar magnético no exterior. A figura mostra as

linhas de forca dos campos H (@ esquerda) e B (adireita).

FIGURA 11. Esfera magnetizada uniformemente.

Nos materiais desprovidos de uma magnetizacdao permanente, a aplicacdo de um campo
magnético induz uma magnetizacao, definindo-se a susceptibilidade Xm por:

M=xmH —B=pH p=po(l+xm) (24)
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Aqui, 1+ é a permeabilidade magnética do meio. Em contraste com a susceptibilidade elétrica,
a susceptibilidade magnética pode ser negativa (diamagnetismo, e.g., grafite, vidro, H,0, H,, He,
N, Hg) ou positiva (paramagnetismo, e.g., 0,, Cuso,, MnSOA). Tal resulta da lei de inducao de
Faraday: o campo ao ser aplicado pode originar dipolos magnéticos que se Ihe opdem (lei de
Lenz) ou simplesmente alinhd-los. No Apéndice 2 é apresentado um modelo simples para este
tipo de comportamentos.

Para tais materiais, a equacao (23) permite definir uma energia magnética:

1 -
Up = 3 / dV uH? (25)

De modo que o trabalho realizado pelo campo é:
W = —dUp, (26)

A FIGURA 12 mostra um cilindro de uma substancia magnetizavel parcialmente introduzido
numa bobina (IV espiras, comprimento !, drea transversal S) alimentada por um gerador de
corrente que mantém sempre a intensidade [ constante. O campo gerado por este solendide

o NI | ] : . .
no seu interior é H = - é este, também o campo na parte introduzida (comprimento x)

do cilindro, por continuidade da sua componente longitudinal.

FIGURA 12. Cilindro magnetizavel inserido em solendide.
Assim, a energia magnética é:
1 2
Un = §S[y,x—i—,u0(l—x)]H

N
Se se deslocar o cilindro de dx, hd uma alteracao de fluxo magnético nas 7533 espi-
ras atravessadas pelo cilindro. Ora, o fluxo do campo magnético através destas espiras era

N N
,uoHST&U antes do deslocamento, e uHST&U apds o deslocamento, pelo que a varia-

NH
cdodefluxo é 6P = S (1 — po) Téa:, sendo induzida afem. € = —

dt

esta f.e.m. é automaticamente compensada para manter constante a corrente). 0 campo realiza

(no gerador,
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dx , . .
otrabalho 1< + FE onde F' é aforca que o campo exerce sobre o cilindro. Assim, usando a

equacao (26), obtém-se:

15+F% = dg; — F = %S(M—MO)HQ

Num material paramagnético (x> ), o cilindro é puxado para o interior do solendide;
num material diamagnético (1 < pp), o cilindro € expelido do solendide.

A medicao experimental da susceptibilidade é esquematizada na FIGURA 13: a amostra (um
pequeno cilindro de sec¢ao com area S) é parcialmente introduzida no entreferro de um iman
permanente que cria um campo horizontal de intensidade a H praticamente uniforme na regiao
deinteresse.

FIGURA 13. Dispositivo para medir a susceptibilidade magnética

Aforca que actua sobre a amostra é2

0 =5 /. = n 0 = H? dh
/dvl ( I) &Ba (T‘ /> = Mo ./dVleHa (T ,)&H ( ) - ,UOSXm 2 d
) " dh _
onde h é a altura da parte do cilindro mergulhada no entreferro, pelo que — = —1. Assim:
H2
F, = _/‘LOSXm7a

Esta forca puxa o cilindro para o entreferro se a amostra é paramagnética (x,,, > 0)ou expele-
-0 daquela regido se a amostra é diamagnética (x,, < 0), podendo ser medida por uma balanca.

A equacdo (23) pode ser apresentada sob outra forma de grande utilidade. Para isso, escre-
ve-se 0 campo H como soma do campo aplicado, a H e do campo gerado pela magnetizacao
que, como se mostrou atras, deriva de um gradiente, \/1). Assim aquela equacao fica:

SW . 0B . OB
— = dV(HaJrv?/J)-at—/dVHaJr/dVv-(wat)
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0 termo com a divergéncia anula-se (teorema de Gauss). Quanto ao primeiro termo, fica:

/dVﬁa~w:M0/dVﬁa- 8H“+v<8¢)+aM =

ot ot ot ot
d 1, = O - M
=5 | V3 +'/dVv~ <Hat> +dVHy - -

No ultimo membro, o primeiro termo é simplesmente o trabalho realizado pelo gerador, na
unidade de tempo, para criar o campo aplicado, podendo ser ignorado no que segue, e 0 segun-
do termo anula-se (teorema de Gauss). Assim, a equacao (23) fica:

W L OM
- _ il 27
5t / dV Ha ot @7

Esta expressao ja fora obtida em “Trabalho do campo eletromagnético em dielétricos e mag-
netes”, embora ai se considerasse o trabalho do gerador de corrente, igual e oposto a este.

Num supercondutor de primeira espécie, 0 campo magnético é totalmente eliminado do
seu interior abaixo de uma temperatura critica (efeito Meissner). Em geral, é considerada uma
amostra fina (agulha) do material supercondutor ( IN'b, por exemplo), colocada paralelamente
ao campo aplicado, de modo que a H = H,, dentro da agulha. Assim, na fase supercondutora,
é H, + M = 0 — o supercondutor é o perfeito diamagneto. Inserindo na equacao anterior,

determine-se o trabalho realizado quando o campo cresce de () até atingir um valor critico,
Héc) (T') que depende da temperatura e se anula na temperatura critica. Tem-se:

W = év [ch> (T)}2

onde V' é o volume do supercondutor. Este trabalho deve ser igual a diferenca de energia livre3 en-
tre o estado inicial (supercondutor sem campo) e o estado final (estado normal com campo critico):

F, (T, ) (T)) ~ F,(T,0) = éV [H§C> (T)}2

No estado normal, os materiais supercondutores sao fracamente magnéticos, pelo que o re-
sultado anterior se pode reescrever sob a forma:

1 2
F,(T,0) = F, (1,0) = 5V [H{ (1))
Conclui-se, assim, que o estado supercondutor é termodinamicamente mais estdvel que o
estado normal, para a mesma temperatura. Esta diferenca de energia é, essencialmente, devida

ao "gap” no espectro de energia eletrénico que se comporta como um gas de Bose, abaixo da
temperatura critica, e como um gas fermionico livre acima dessa temperatura.
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As equacdes de Maxwell modificadas pela matéria.

Com a separacao de cargas e correntes naquelas que sao livres e nas que resultam da polariza-
¢ao ou magnetizacao do meio, é agora facil reescrever as equacoes de Maxwell adaptadas aos
meios materiais. Assim:

v.ﬁ:p(l) (28)
VAH:Z(”JF%? (29)
v/\E:—aaf (30)
v-B=0 (31)

Nos meios isotrdpicos e lineares, estas relagdes sao completadas pelas equagdes constitu-
tivas do meio:

D=cE (32)
B=puH (33)

E possivel deduzir leis de conservacdo de energia e momento para as cargas e correntes li-
vres. 0 método consiste simplesmente em adaptar o modo como tais leis foram genericamente
deduzidas e interpretadas em Os fundamentos do eletromagnetismo. Apresentam-se apenas
os resultados:

A) O trabalho realizado pelo campo sobre as cargas livres escreve-se:

%% = = - du
5t dVi FE /d[/ \V4 (E/\H) /dV 7 (34)

onde:
du=E-dD+H-dB (35)

Nos meios lineares e isotrdpicos, fica definida esta densidade de energia:

1 = 1 =
= —cE?+ ~pyH? (36)
U 25 +2u

A equacao (34) também define o fluxo de energia:
S=EnNH (37)

B) A forga, por unidade de volume, que se exerce sobre cargas e correntes livres:

—

f=pVE+iDAB (38)
pode escrever-se sob a forma, para uma componente genéricat = 1, 2, 3:

8gi 0 an
ot o, B+ HiBy) = Digo

OH,;
- B &EZ

fi= (39)
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onde a densidade voliimica de momento é:
G=DAB (40)

Nos meios lineares e isotrépicos, a equacao (39) reescreve-se sob a forma da divergéncia do
tensor de Maxwell adaptado aos meios em presenca:

Ogi 0
L= — — T 41
fl 8t 83:]- TZ] ( )
onde:
Tij = U(Sij - EEiEj - MHiHj (42)

Recorda-se que 7;;n;dA é o momento do campo que, na unidade de tempo, atravessa a
drea d A no sentido da sua normal 7. Como exemplo, considere-se a FIGURA 3, com o dielétri-
co totalmente inserido no condensador. Tomando o0 eixo x3 = 2 nadirec¢ao do campo elétrico
(perpendicular as armaduras), 0 momento transferido na unidade de tempo para a armadura

1
superior, i.e., a forca exercida nas cargas livres dessa placa, é T334 = —§€E2A, um resul-

tado que se pode confirmar calculando o trabalho para um deslocamento virtual daquela placa.
0 sinal negativo significa a atracao, modificada pelo meio, que a placa inferior exerce sobre a
superior.

Finalmente, notar-se-a que, nestes meios, a densidade de momento e o fluxo de energia es-
tao relacionados:

(43)

Q
I
™
=
Uy

Apéndice 1.

Um modelo para a polarizabilidade molecular.

O primeiro modelo para o comportamento de dtomos sob acao de campos elétrico ou mag-

nético, deve-se a H. A. Lorentz (1880). Considerem-se duas cargas ==¢, com a carga positiva

(ntcleo) imdvel e a carga negativa (eletrdo), de massa M, submetida ao potencial harmdnico

1 2 2 . - -

§mw0 (z — a)” e aagdo de um campo elétrico local F/, movendo-se num meio viscoso que
. da i , .

origina uma forga de Stokes —mfya. A equacao de movimento da carga positiva é:

d*z 9 dz
My =~y (x —a)— my +qFE

Para um campo elétrico estatico, a posicdo de equilibrio desta carga ocorre para x = §, com:

feq_ ldE
- 2
mwg
Assim, 0 momento dipolar p = — |g| § tem uma parte independente do campo (molécu-

la polar), acrescida de uma resposta linear ao campo, definindo a polarizabilidade estética da
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. q o I .
molécula: a(O) = 5. Suponha-se, agora, que o campo elétrico varia sinusoidalmente
E0Mwy

no tempo e procure-se a resposta do oscilador. Dada a linearidade da equacao de movimento,

é (itil considerar a representacao complexa, E'(t) = Epe ' devendo tomar-se a parte real

no fim dos cdlculos. Substituindo a:(t) =a+ 11306_""”t na equacao de movimento, obtém-se:

_ —lql Eo 1

2 2 ;
mo Wi —w? —iyw

zo(w)
Deste modo, a componente do dipolo que responde ao campo, é:

q2E0 1

2 2 _,
m wj—w® —iyw

p =
Se houver 7 destes osciladores por unidade de volume, a polarizagao elétrica é:

an Eoe—iwt 1

— — —iwt
P(t) = Re - = iy = Re [eoxe (w) Eoe ™|

Obtém-se assim a susceptibilidade elétrica deste sistema de dipolos:

ng? 1

Xe(w) = = er(w) =14 xe(w)

mep wi — w? — iyw

A parte imagindria da susceptibilidade é responsavel pela perda efectiva de energia do cam-

po. Com efeito, para um oscilador, a poténcia da forca exercida pelo campo € — |¢| E(t)%;
; . g dx dP
para os n osciladores na unidade de volume, a poténciafica —n |q| E/(t) i E(t) i To-

mando a média sobre um ciclo de oscilacao do campo, tem-se:

<5¥> = %Re [E* (—iwP)] = %Re [fiwsoxe (w) |Eo\2] = %60 |Eo|? wIm [x (w)]

2 2
n w
:60’E‘0‘2i i >0

2m (W2 — w2)2 1202

Este trabalho do campo sobre os dipolos resulta numa perda de energia de energia do cam-
po e deve-se, evidentemente, a viscosidade do meio. Qual a origem desta viscosidade? A causa
principal é a radiacao emitida pela carga acelerada e esta perda de energia pode ser modelizada
por um meio viscoso. Para v << wp, hd uma absorcao ressonante de energia quando w =~ wy.

q
mwie

0c0
priedade genérica da permitividade estdtica.

Note-se, finalmente, que x. (0) =

5
> 0, pelo que — = 1+ xe(0) > 1,umapro-
0
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Apéndice 2.

Um modelo para a susceptibilidade magnética.

0 modelo de Lorentz também conduz a resultados simples para o comportamento do dtomo
sob acao de um campo magnético. Admita-se que o eletrao esta submetido ao potencial har-

L1
ménico com centro no nticleo: V' () = §mw8 |72, Ignorando qualquer efeito de viscosidade

e considerando, de momento, apenas o movimento no plano xy, as equacoes de movimento
tém solugdes bem conhecidas*, sendo, aqui, Util escreve-las como sobreposicao de dois movi-
mentos circulares. Para isso, define-se w. = x = iy, com w (t) = w (0)e>*0!. Deste
modo, w4 representa um movimento circular em sentido retrégrado e w_ um movimento cir-
cular em sentido directo (movimentos observados segundo o eixo z). Se, agora, se considerar a

acao de um campo magnético B aplicado segundo z, as equagdes de movimento ficam:

d*z 9 dy
My = ~MWpT = |qe | BE
d?y 9 dz
M-y = —muwpy +|ge| By
d*z 9
mw = —Mwyz

0 movimento na direccao do campo nao é modificado, apresentando uma oscilagao com a
frequéncia angular propria, wg. Quanto ao movimento no plano perpendicular ao campo, usem-
-se as varidveis w4 (t) para obter:

d?wy b2 . dws
— T WHWt = We——
dt? 0 ¢ dt
_ |Qe|B . A - ~ iwt
onde w, = é a frequéncia ciclotronica. Procurando solucdes da forma e™", ob-
m
tém-se:

we w% + 4w§
2

W+

Os dois movimentos circulares passam a ter frequéncias diferentes, com os seguintes

limites:

w
- Paracampos fracos (w, < wp): w+ — Fwo + ?C

- Paracampos fortes (wc > wo)i

@y wg
W4 — We + — w_ — ——
We We
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A carga elétrica — |g,| num movimento circular de frequéncia angular w equivale a uma
w
espira percorrida pela corrente de intensidade \qe] o originando um momento magnético
U
P o) L . L . : )
|ge] 2—7TR ,onde R é o raio da espira. Assim, aqueles dois movimentos circulares corres-
us

pondem dois momentos magnéticos segundo o eixo z, que, para campo fraco, sao:

2

1 We
o = e 3w O)) (w0 + )

1 2 We
H— = — Qe 3 w_(0) (WO - ?>

Em campo nulo, (¢4 representam dois momentos magnéticos iguais e opostos. Quando o
campo magnético aumenta, {44+ apresenta uma resposta paramagnética (aumenta com o cam-
po), enquanto /4— apresenta uma resposta diamagnética (diminui com o campo).

Uma carga acelerada emite radiacao eletromagnética, sendo o respectivo campo elétrico per-
pendicular a aceleracao e a direccao de observacao. Deste modo, a radiagao emitida por este
oscilador serd vista como trés riscas (frequéncias w4 e wy, linearmente polarizadas, nas di-
reccGes perpendiculares ao campo, e duas riscas (frequéncias w4.) circularmente polarizadas,
quando ohservadas na direccao do campo. Tal é a explicacao do efeito Zeeman normal prevista
por H. A. Lorentz em 1895 e observada por P. Zeeman, no ano seguinte, o que lhes valeria o
prémio Nobel em1902.
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