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Propriedades oticas
de cristais anisotropicos.

Eduardo Lage
U. Porto

Nos cristais eletricamente anisotropicos, a propagacao de ondas eletromagnéticas apresenta compor-
tamentos diferentes dos manifestados em meios isotropicos. A anisotropia origina, para cada dire¢ao
de propagacao da onda, dois vetares de onda diferentes, com polarizacoes ortogonais para o desloca-
mento elétrico. O campo elétrico nao é, em geral, colinear com o deslocamento elétrico, dai resultando
que os vetores de Poynting para aquelas ondas naa sao colineares com a dire¢do de propagagao da
onda. Os vetores de onda definem uma superficie de duas folhas que se mostra ser dual da superfi-
Cie dos raios associada com a propagacao da energia, permitindo uma interpretacao geomeétrica das
propriedades 6ticas destes cristais. Os fendmenos de birrefringéncia, observado primeiramente por R.
Bartholin (1669) e explicado par C. Huygens (1690), e as refracées cénicas interna e externa previstas
por W. R. Hamilton (1832), sdo fendmenos espetaculares mas integralmente descritos pela teoria de

Maxwell do campo eletromagnético como é mostrado neste trabalho.

Os meios isotrépicos (gases, liquidos, cristais do sistema cdbico) apresentam um comporta-
mento relativamente simples para a propagacao de ondas planas e monocromdticas’. A isotro-
pia do meio manifesta-se na relacao de dispersao® onde nao intervém a direcao de propagagao
da onda e esta direcao é, também, a da propagacao da energia. As propriedades dticas do meio
sao determinadas pelo seu indice de refracao e pelos dois estados de polarizagao' que podem
ser escolhidos arbitrariamente no plano perpendicular ao vetor de onda.

Nos meios anisotrépicos, de que varios exemplos sao dados adiante, a relagao ente o deslo-
camento elétrico, 5 e 0 campo elétrico, E é tensorial® — num qualquer sistema de eixos trire-

tangular, essa relacdo escreve-se*

Di = EoE;jEj (1)

/
ij, € simétrico pelo que é sem-

pre diagonalizavel. As suas direcdes proprias sao ortogonais e definem o sistema de eixos die-

Admite-se aqui que o tensor permitividade elétrica relativa, €

7 . 7 . / / / .
létricos &1, x2, x3. 0s correspondentes valores préprios (51, €9, 53), determinam o compor-
tamento 6tico:

/ / ’
meios isotrépicos €; = €9 = €3

. . . .. / / /
cristais uniaxiais £; = €9 # €3

’ / ’
cristais biaxiais €1 < g9 < £3
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Designam-se por indices de refracao principais as raizes quadradas destes valores préprios.
Deve sublinhar-se que as dire¢des préprias sao, muitas vezes, coincidentes com eixos cristalo-
graficos e que os valores proprios dependem, em geral, da frequéncia da onda eletromagnética.
Notar-se-a, tamhém, que nos cristais anisotrépicos, os vetores 5 e E nao sao, em geral, co-

lineares, fazendo um angulo agudo entre eles porque a densidade de energia elétrica’ %E .D
é sempre positiva. No entanto, aqueles vetores sao colineares nos eixos dielétricos e, também,
noutras direcdes no caso de haver degenerescéncia dos vanﬁres proprios.

No que se segue, e para facilitar a notacao, redefine-se Q —s D e abandona-se a plica no

€0
tensor permitividade elétrica relativa. Assim, para uma onda eletromagnética plana (vetor de

onda k) e monocromética (frequéncia angular w), as equacdes de Maxwell do:

kAE=wB )
FNB=-2D 3)
C

S = 5002E A B (4)

que determina a direcao da propagacao da energia eletromagnética, situa-se, tal como 5 E

l;, num plano perpendicular ao campo magnético, B (FIGURA).

FIGURA 1. Identificacao dos diversos campos da onda eletromagnética

Note-se que o angulo entre os vetores 5 Eé igual ao angulo entre os vetores I;,: S . Amaior
parte das propriedades 6ticas dos cristais anisotropicos reside neste nao alinhamento entre a
direcao de propagacao da onda e a direcao de propagacao da energia.

Eliminando o campo magnético nas equacoes (2) e (3), obtém-se:
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Estaequacao vaifornecer arelacao de dispersao. Paraisso, considere-se um sistema de eixos
triretangular x, ¥, z com o eixo z alinhado na direcao do vetor de onda e os eixos x, ¥ escolhi-
dos arhitrariamente no plano perpendicular ao vetor de onda. Como é D, = 0, da equacao (1)

1
tira-se B, = —— (.25 + €44 F) que se substitui na equacdo (5) projetada no plano

zz
x, Y, obtendo-se a seguinte equacao sob forma matricial:

8,1}1‘ _ Exz 61' o azzgzy
Em [ R
2 E o
w Yy _ Eyz€zz c _ Eyz€zy
Ezz vy Ezz

E uma equacao de valores préprios onde a matriz no seqgundo membro é simétrica. A equacdo
secular (equacdo de Fresnel) define entao, dois valores prdprios k:2, distintos em geral, sendo

xT

ortogonais os respetivos vetores proprios ( > Note-se que tal nao significa que os corres-

Yy
pondentes vetores F sejam ortogonais (para os quais existem, também, as componente E,).

D
Na verdade, o segundo membro da equacao anterior define as componentes ( x) do deslo-
Y

camento elétrico, sendo, pois, os verdadeiros vetores préprios daquela equacao®. Assim, para
uma direcao arbitraria de propagacao, ha, em geral, duas ondas com a mesma frequéncia que

se propagam naquela direcdo (i.e. k > 0) com diferentes vetores de onda, apresentando, pois,
w -

diferentes indices de refracao, 7 (recorda-se' que kK = —mn), com polarizagdes D retilineas
c

perpendiculares entre si e a direcao de propagacao, sendo também diferentes os respetivos
vetores de Poynting. Ha casos em que aqueles dois valores prdprios sao iguais, e.g., por razoes
de simetria nos cristais uniaxiais ou para direcdes particulares (binormais) nos cristais biaxiais,
como se mostra adiante. Nestes casos, a ortogonalidade das polarizacdes pode sempre serim-
posta.

Tem particular interesse projetar a equacao (5) nos eixos dielétricos onde a matriz [6] esta
diagonalizada. Obtém-se:

(k2 — K} — %ey —kiks —kiks
Eq
—kiks k2 — k3 — ey —kaks Ey| =0 (6)
Es
—kiks —kaks k2 — k3 — e

A matriz é simétrica; o necessario anulamento do seu determinante dd a relagao de dispersao
para qualquer direcao, o que sera apresentado mais abaixo. Genericamente, o determinante é

uma funcdo F’ (E, w, [E]) e 0 seu anulamento:

F (E,w, [5]) ~0 (7)
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define uma superficie no espaco dos vetores de onda. E, realmente, uma superficie de duas fo-

Ihas que se tocam em alguns pontos, como se verifica a seguir, designada por superficie dos

vetores de onda. A normal a esta superficie é determinada pelo seu gradiente (em relacao as

componentes de k), i.e,, VEFA Ora, diferenciando a fungao para as variaveis k e w, tem-se:
dw VEF

-  OF
2F-dk+ —dw =0 Ug = — = —
Vi + 50 w — Uy o gf (8)

onde ¥, é a velocidade de grupo?, pelo que esta é normal a superficie dos vetores de onda. A
explicitagao dafungdo F' torna-se mais simples se se comegar por definir um vetor 77, adimen-

sional, da seguinte forma:

=
Il

7 (9)

o€

Entdo, a relagdo de dispersdo F' = 0 da a equacdo de Fresnel:

n? [77%51 +n3es + 33 — €162 — €93 — ese1] +
(10)
+n?e0e3 + naezel + Nhe1en + £16063 = 0

Para uma direcao arbitrdria do vetor de onda definida pelo versor i, i.e., 7= m‘[, esta equa-

¢ao pode ser escrita mais sucintamente sob a forma:

51u% 62’11% 53’11,%
5 5 5 =0 (1)
nT—e Nt —&2 N7 —E3

Existem, pois, dois indices de refracao, 77, para as duas ondas que se propagam naquela dire-
¢ao, confirmando o resultado atrds obtido, situados entre 0 maior e menor dos indices de refra-
cao principais (como se observa se se representar graficamente a equacao (11)). A equacao (10)
mostra claramente que a superficie dos vetores de onda é uma superficie de duas folhas. O es-
tudo mais atento desta superficie é apresentado mais abaixo.

Os estados de polarizacao D para as duas ondas sao mais facilmente deduzido a partir do
elipsoide dos indices que agora se descreve. Considere-se a energia eletrostatica:

l1- =~ 1/D? D3 D?
U =-FE-D==-(=t4+=2423
2 2 &1 g9 €3

O elipsoide dos indices é definido por:

2 2 2
MM
€1 £9 €3

=1 (12)
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Para encontrar as polarizagées das duas ondas que se propagam numa dire¢do arbitrdria @,
encontra-se aintersecao do plano normal a i passando pela origem do elipsoide. A intersecao
€ uma elipse, em geral, cujos semieixos sao os dois indices de refracao (assinalados por 7, e
7 na figura onde, também, se marcaram, nos eixos, os indices de refracao principais) e tam-
bém definem as duas dire¢des de polarizacao (FIGURA 2). A demonstracao deste resultado é
apresentada no Apéndice.

FIGURA 2. O elipsoide dos indices

Usando a equacao (9), as equacoes (2) e (3) reescrevem-se sob a forma:

7AE =cB (13)
cBAi7=D (14)
Dz’ = EijEj (15)

Um raio de luz é, realmente, um grupo de ondas com a mesma frequéncia, e vetores de onda
distribuidos em torno de um vetor de onda & central. Sendo um grupo de ondas, move-se com
a velocidade de grupo a qual se mostrou ser normal & superficie dos vetores de onda. E, assim,
de esperar que o vetor de Poynting, que exprime o transporte de energia do grupo, seja normal
aquela superficie. Mas pode ser provada esta afirmagao. Sejam E ﬁ B os vetores do campo
associados com a onda central. Para as outras ondas do grupo, havera diferencas 55, 65, 5§
em relacdo aqueles vetores. Diferenciando as equacdes (13) e (14), tem-se:

6B =6fANE +iASE
6D = 0B Nij+ cB A 8if
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Entao:
- L= o= - . . 1 = 1.5 5
¢dB-B =0fAE-B+ifAOE-B = —01-S+0E-BAfj= —5017-S+-0E-D
c £0C c
1 - - [ - - S o 1 =
—0D-E =6BAij- E+ BN E=1AE-0B+—507-S = cdB- B+ —501
C £oc gpc

Ora, (SE: . [j =0E;D; = 5Ei€ijEj = 5Ej€jiEi = EZ'EZ'J'(SE]' = E . (55 Deste
modo, as equacées anteriores determinam J17 - S = 0, confirmando ser o vetor de Poynting
normal a superficie dos vetores de onda.

Considere-se um vetor §, colinear com o vetor de Poynting, § e satisfazendo a relagao:

§7=1 (16)

Quando o vetor de onda se desloca na superficie dos vetores de onda, este vetor §, normal aque-
la superficie, define uma outra superficie, designada por superficie dos raios, que importa agora
descrever. Note-se que tal vetor, tal como § € perpendicular aos vetores EeB (equagdo (4)). As-
sim, multiplicando vetorialmente por § as equacoes (13) e (14), e usando a equacao (16), obtém-se:

§AD =cB (17)
cBAN5=E (18)
E; = [e];;' D, (19)

onde [¢] ~1 ¢ amatriz inversa da matriz das permitividades elétricas. Estas equacdes sao duais
das equacdes (13)-(15): se nestas se substituir 7 — 5, & — D, D — Eele] — [] ", ob-
tém-se as equacdes (17) a (19) (B ¢ invariante). Deste modo, se uma equacao for obtida en-
volvendo as primeiras grandezas, a mesma equacao serd vdlida para as segundas grandezas,
bastando efetuar a correspondente substituicao. Ora, sendo F' (77, [¢]) = 0, a equagao da

superficie dos vetores de onda (equacao (10)), entdo F' (5’, [5]_1) = (0 é a equacdo da su-

perficie dos raios. E tal como § é normal a superficie dos vetores de onda, é 77 normal a super-
ficie dos raios. Este resultado pode ser confirmado facilmente: imagine-se que se efetua um
pequeno deslocamento §77 tangente a superficie dos vetores de onda. Como § é normal a esta
superficie, entdo §77 - § = 0. Ora, da equacao (16) resulta §5 - 17 = 0, i.e., 0 vetor de onda é
normal ao correspondente pequeno deslocamento na superficie dos raios.

Cristais uniaxiais.

A tabela apresenta varios exemplos de cristais uniaxiais e indica os sistemas cristalograficos
onde podem ocorrer. Nestes sistemas ha um eixo de simetria de maior grau que se identifi-
Ca, por convencao, com o eixo x3 dos eixos dielétricos, ficando os outros dois arhitrariamen-
te escolhidos no plano perpendicular. Aquele eixo é designado por eixo 6tico, sendo habitual
definir g =¢ezee| =¢€1 = ez Emborao indice de refracao dependa da direcao de pro-
pagacao, é costume designar os seus valores extremos por 7, = \/Eill (indice extraordinario)
e 1o = /€ (indice ordindrio), dizendo-se que o cristal é opticamente positivo/negativo se
An = n. — n, for maior/menor do que zero.
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A superficie dos vetores de onda é constituida por uma esfera e por um elipsoide de revolucao
(FIGURA 3), em torno do eixo Gtico®, com as duas folhas a tocarem-se apenas no eixo dtico:

N4+ =c1
2 2 2 (20)
+
T + 3
€| €1

=1

FIGURA 3. A superficie dos vetores de onda para um cristal uniaxial
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A primeira folha descreve a onda “ordinaria” para a qual De E sdocolineares e perpendicula-
res ao eixo 6tico originando um vetor de Poynting colinear com o vetor de onda. A segunda folha
descreve a onda “extraordinaria”: o vetor D situa-se no plano definido pelo eixo 6tico e o vetor
de onda respetivo (plano principal), ndo sendo colinear com E pelo que o vetor de Poynting, per-
pendicular ao elipsoide, ndo tem a direcao do vetor de onda. O elipsoide dos indices é, também,
de revolugcao em torno do eixo 6tico e confirma estas conclusdes. Assim, para luz propagando-se
numa direcao genérica, haverd dois raios divergentes, cada um polarizado linearmente e com
polarizagdes perpendiculares (FIGURA 4), tal como se observa num cristal de calcite (FIGURA 5).

/ / cristal
| P o
luz nao T/’ > : A od > raio comum
polarizada ‘/¢ < g &
: ) A
. ™. : | 3= rai0 extraordinario
: | | =
i / v v

FIGURA 4. Refracao dupla num cristal uniaxial

FIGURA 5. Birrefringéncia num cristal de calcite

Rodando o cristal, obter-se-a um unico raio quando o vetor de onda, no interior do cristal, se
alinhar com o eixo dtico.

Exemplo
A FIGURA 6 representa a interface (eixo ) de vécuo ou ar com um cristal uniaxial. O eixo Gtico,
23, situa-se no plano de incidéncia, fazendo um angulo & com anormal (eixo z) ainterface. Ain-
tersecao da superficie dos vetores de onda com o plano de incidéncia consiste na semicircunfe-
rénciaderaio /| enoarcodeelipse de semieixos /¢ | e \/zﬂ ambos desenhados (amarelo)
na figura. Uma onda plana monocromdtica apresenta uma incidéncia normal a interface (vetor de
onda k() dirigido segundo z. Pretende-se descrever as ondas refletida e transmitida.
Notar-se-a que a fase da onda incidente depende apenas do tempo no plano se separacao,
pelo que as ondas refletida e transmitida tém a mesma frequéncia e vetores de onda perpen-
diculares a interface’. Para a polarizagao perpendicular da onda incidente, a onda transmitida
também em polarizacao perpendicular (a polarizacao é normal ao eixo dtico): € o raio ordindrio,
apresentando indice de refracdo o 1, = /€ e tendo o respetivo vetor de Poynting dirigido

segundo o eixo 2.
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FIGURA 6. Refracao e reflexao para incidéncia normal sobre interface com cristal uniaxial. Os pontos verdes representam o campo magnético

A caracterizacao completa das ondas transmitida e refletida € idéntica a encontrada para

meios isotrdpicos, reproduzindo-se aqui apenas a refletancia e transmitancia:

B, = (1—77>2 T A
L+, (1+1)?

Para a polarizacao paralela da ondaincidente, os estados de polarizagao das trés ondas estao
marcados na FIGURA 6, sendo de notar que se indicou a polarizacao D™ da onda transmitida
(normal ao campo magnético e ao vetor de onda E(t)). A equacao da elipse nos eixos dielétricos
é (ver equacao (20)):

2 2
non
S

=1

Ora, para a onda transmitida, 77 tem a diregao do eixo 2, pelo que o indice de refracao da onda
extraordinaria é:

2
n\ = + (21)

E ja possivel obter a direcio de propagacdo da energia para o raio extraordindrio: o vetor
de Poynting é normal a elipse no ponto onde esta se cruza com o eixo 2. A normal a elipse

tem a direcao do vetor (771’ 773) nos eixos dielétricos x1, 3, sendo 71 = —n(t)senoz e

el

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2023 014 | marco de 2023 9


http://doi.org/10.24927/rce2023.014

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

73 = n(t) cos « no ponto considerado. Passando para os eixos x, z, esta normal tem com-

( < 1 1 ) (sena)®  (cos a)2>
ponentes [ —senavcosa | — — — |, + ,pelo que:

et €l €l
1 1
tgf = n(t)zsena cos ( — ) (22)
€H g1

onde se usou a equacao (21). Este angulo 3 é a separagdo angular entre os raios ordindrio e
extraordindrio que se observa nas FIGURA 4 e FIGURA 5.

Ovetor D) tem componentes —DW (cos a, senar) nos eixos dielétricos, pelo que o cam-

COS @ senc
)

po elétrico da onda transmitida tem componentes 510 ( ) Passando para

gl 6”

= [ (sena)®  (cosa)? 1 1
0s eixos x, z, obtém-se 510 + ,senacosa | —— — | |
g €1 gl €L

Assim, a continuidade, na interface, das componentes tangenciais do campo elétrico, fica:

(sena)? N (cos a)? B D

W _ gr) — p® —
€] €1 77(t)2

(23)

Os campos magnéticos das trés ondas tém a direcao e sentido contrdrio aos eixos Yy = Z2.

D®
Para a onda transmitida, o campo magnético obtém-se da equacao (14): ¢cB(*) = — As-
n
sim, a continuidade das componentes tangenciais do campo magnético, escreve-se:
. D®
EW 4+ M = —_ (24)
7
Das equacdes (23) e (24) resultam as relagées de Fresnel:
DO 9’ EM 0 _1
B0 011 B0 g0i1 .

Conclui-se que a refletancia para esta polarizacao da onda incidente é:

2
R n® —1
I n® + 1

0O vetor de Poynting para a onda transmitida deduz-se dos resultados anteriores, apresen-

tando as seguintes componentes , 2:

. (t)? 2 2
g — EQCL (—sena cos o <1 — 1) , (sena) + (cos o) > =

n(®) &l €L
()
= 606% (—sena coS & (1 — 1) ,12)
n g €1/ n®
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Este resultado confirma que o vetor de Poynting é normal a elipse, como atras encontrado. A

transmitancia é definida por:

T <§(It))z 1 (DY 4n(®

verificando-se a conservacdo da energia: RII + TH =1

Cristais biaxiais.

A tabela apresenta vdrios exemplos de cristais biaxiais e indica os sistemas cristalograficos
onde podem genericamente ocorrer. No sistema triclinico, os eixos dielétricos nao estao rela-
cionados com qualquer eixo cristalografico; no sistema monoclinico, um dos eixos dielétricos,
e.g., 3, coincide com o eixo de simetria de 2.2 ordem ou € perpendicular ao plano de simetria;
no sistema ortorrémbico, os trés eixos dielétricos coincidem com os trés eixos cristalinos de 2.2
ordem. No que se segue, admite-se a ordenacao €1 < €2 < £3; estas constantes definem os

trés indices de refracao principais (designados por «, 3, -y na tabela).

A superficie dos vetores de onda, equacao (10), apresenta uma propriedade fundamental
para a compreensao do comportamento 6tico destes cristais: as duas folhas tocam-se em
quatro pontos criticos, apenas, situados no plano 13, simetricamente dispostos nos quatro
quadrantes, definindo duas retas simétricas em relacao ao eixo x3. Essas retas sao desig-
nadas por eixos 6ticos ou binormais. Com efeito, anulando a vez cada uma das componentes
do vetor 77 na equacdo (10), obtém-se a intersecao da superficie com os planos dielétricos.
A FIGURA 7 representa as linhas obtidas no primeiro octante. Estas linhas sao arcos de cir-
cunferéncia ou de elipse que intersectam os eixos segundo os indices de refracao principais
(marcados na figura).
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FIGURA 7. Intersec0es da superficie dos vetores de onda com os planos coordenados dos eixos dielétricos

As linhas a cheio representam as intersecoes da folha exterior da superficie; a tracejado re-
presentam as intersecdes com a folha interior. As duas folhas tocam-se num unico ponto nes-
te quadrante do plano 123, definindo a binormal. Ha trés outros pontos similares nos outros
quadrantes, como se mostra na FIGURA 8.

FIGURA 8. Superficie dos vetores de onda onde se assinalam os quatro pontos criticos

E facil encontrar as coordenadas deste pontos pois que resultam da intersecao da circunfe-
réncia de raio /£9 com a elipse de semieixos /€1 € /€3, obtendo-se:

€3 — &2

2 €2 —¢&1 2
2 g2 1L n=e (26)
€3 —¢€1 €3 —¢&1
Daqui resulta o angulo 5 que a binormal faz com o eixo Z3:
€3€2—¢€1
tgh =4/ ——— (27)
€183 —¢€2
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Os pontos criticos sao pontos especiais: nas suas vizinhancas, as normais a superficie (em
ndmero infinito) dispéem-se em cone, como se percebe na FIGURA 8. A intersecdo deste cone
no primeiro quadrante do plano 13 esta definido pelas duas setas vermelhas da FIGURA 9:
uma normal ao arco de circunferéncia (com a direcao, pois, da binormal) e a outra normal ao arco
de elipse.

FIGURA 9. As normais (vermelho) a superficie dos vetores de onda no ponto critico e no plano =1 s

Aimportancia de um ponto critico percebe-se se se imaginar que se corta o cristal sob a for-
ma de uma lamina de faces paralelas e perpendiculares a uma bhinormal. Efetuando a incidéncia
normal de uma luz natural, de modo que a sua polarizacao elétrica flutua aleatoriamente no pla-
no perpendicular a direcao de propagacao, a onda transmitida tem a extremidade do seu vetor
de onda no ponto critico e os raios (vetores de Poynting), normais a superficie dos vetores de
onda, distribuem-se em cone — é a refragao conica interna. Na face de saida, obtém-se uma
distribuicao cilindrica de radiacdo paralela a binormal (FIGURA 10).

FIGURA 10. Refracao conicainterna

A superficie dos raios, dual da superficie dos vetores de onda, apresenta propriedades simila-
res, exibindo quatro pontos criticos no plano x1x3, definindo duas retas designadas por hi-ra-
diais fazendo um angulo ~y com o eixo Z3 que, por dualidade, se deduz a partir da equacao (27):

tgy = \/itgﬁ -  y<p (28)

Num ponto critico da superficie dos raios hd uma infinidade de normais dispostas em cone
e que sao o lugar geométrico dos vetores de onda associados com o mesmo vetor § dirigido
segundo a bi-radial, com extremidade no ponto critico, estando um desses vetores de onda ali-
nhado com a hi-radial. Considere-se uma lamina de faces paralelas do mesmo cristal as quais
sao perpendiculares a hi-radial. Cobrindo a face de entrada excepto num pequeno circulo onde,
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comuma lente, se faz convergir luz de modo que os vetores de onda refractada se situem no re-
ferido cone, a radiacao no interior do cristal apresenta um Unico raio que, ao atingir a face de sai-
da, origina um feixe divergente, em cone, da radiacao — € a refracdo cénica externa (FIGURA 11).

FIGURA 11. Refracao conica externa

A FIGURA 12 resume a relacao entre a superficie dos vetores de onda (azul) e a superficie dos
raios (verde) nas suas intersegdes com o plano 13, indicando-se a tracejado as respetivas
folhas internas (as escalas sao diferentes para as duas superficies). Desenharam-se a hinormal

(vermelho) e hi-radial (amarelo).

FIGURA 12. Relacao entre as superficies dos vetores de onda e dos raios

O ponto a é aintersecao da hinormal com a superficie dos raios. O vetor de onda dirigido se-
gundo a hinormal é perpendicular em a a superficie dos raios. O plano tangente a esta superfi-
cie em a é tamhém tangente em b, pelo que os raios Oa e Ob estao associados com o mesmo
vetor de onda (dirigido segundo a binormal). Assim, Oab € a intersecdo com o plano da figura
do cone de refragao cdnica interna. De modo analogo, o ponto a'éa intersecao da bi-radial com
a superficie dos vetores de onda. Como a hi-radial tem a direcao de um raio, é normal aquela
superficie. Assim, tracando o plano tangente a superficie dos vetores de onda em a’ elevoltaa
ser tangente a esta superficie em b'. Tal significa que os vetores de onda Oa’ e Ob’ admitem
a mesma normal (o raio dirigido sequndo a bi-radial) a superficie dos vetores de onda. Logo,
Oad'lt’ é aintersecao com o plano da figura do cone de refracdo conica externa.
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A birrefringéncia é usada em écrans de cristais liquidos (LCD), em lentes polaroid e em téc-
nicas de diagndstico em Medicina. O plastico, sob tensao, é hirrefringente revelando-se Util em
Engenharia Civil para avaliar zonas sob elevada tensao em modelos, a escala reduzida, de pon-
tes e barragens hidroelétricas, uma técnica designada por fotoelasticidade. Em Mineralogia é
empregue para identificar rochas, minerais e pedras preciosas. Em Geofisica é utilizado para

estudar as ondas-S (transversais) que se propagam apenas na parte sélida da Terra.

Apéndice.
Propriedades do elipsoide dos indices.

0 elipsoide dos indices € definido, no sistema de eixos dielétricos, pela equacao (12) que aqui se

reescreve:
2 2 2 3 .2

Moy s N g (29)
€1 €2 €3 ° &g

Seja o o versor da direcdo de propagacao de uma onda eletromagnética. O plano normal a @
passando pelo centro do elipsoide, é dado por:

3
=Y mu; =0 (30)
i=1

O plano intersecta o elipsoide segundo uma elipse cujos semi-eixos sao determinados pelos

extremos da distancia a origem, i.e., pelos mdximos e minimos de:

7%= n (31)

=1

sujeitos as condicdes (29) e (30). Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, procurar-
se-do os extremos de:

onde « e 3 sao os multiplicadores. Derivando, encontra-se:

0 (1 - a> — Bui =0 (32)

(2

Multiplicando por 7); e somando sobre ; = 1, 2, 3, obtém-se:
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onde se invocou a equacao (30). Assim, a equacao (32) reescreve-se:

Bu; B u
i = ;2 = 51 : 1 (33)
—a TwTE

Multiplicando por u;, somando sobre i e atendendo a equacdo (30), obtém-se:

2

ZL% =0

1
i=1n? &

que é a equacao de Fresnel, equacao (11), i.e,, as soluges 1), e 7, desta equagdo sao os indices
de refracdo das duas ondas propagando-se na direcao de %. Usando a equacao (33), tem-se:

U; b U;
771((1)0( 1 : 1 775)0( 1 : I (34)
i i

Sao, entao, estas as direcdes dos maximo e minimo da distancia a origem. Os dois vetores

i

secao:

e ﬁ(b) sao ortogonais, o que confirma serem os semi-exos da elipse resultante da inter-

ﬁ(a).ﬁ(b)o(z >z< >OCZU22 111_111. —0

como decorre da equacao de Fresnel. Estas mesmas direcdes sao as direcoes da polarizacdo D
das duas ondas. Com efeito, a equacao (5) reescreve-se:

n’E; — (ﬁ : E) nu;=D;=¢;E — Ei=u- P

Entao:

Ug = - = R
Di=eEix —— — D@ ||7@ DO |70
. n2

€i n

como resulta por comparacao da equacao anterior com a equacao (34).

Notas

?Soma sobre indice repetido

) - R - Ey Dy
Basta multiplicar ambos os membros da equacao pela matriz, 0 que conduz a mesma equacao mas com (Eu) — (Dy>

“E mais facil obter estas equagbes fazendo ko = 0 no anulamento do determinante da eq (6), completando, depois, os resultados

atendendo a simetria de revolucao
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