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Equacoes cubicas
e niimeros complexos.

José Carlos Santos
U. Porto

E geralmente referido nos livros de Matematica destinados a alunos do 12.2 ano que a origem dos ndme-
ros complexos estd ligada a resolucao das equacoes de terceiro grau e a formula de Cardano. Este artigo

explora as ligagoes entre os dois tdpicos. E ha muitas.

Os alunos do 12.2 ano aprendem a trabalhar com niimeros complexos. E frequente que se ex-
plique neste contexto o que é a férmula de Cardano (que sera exposta mais a frente) e que
se diga como pode levar a nimeros complexos ndo reais, mesmo que a equagao so tenha
coeficientes reais e que s0 se esteja interessado em solugodes reais. E ha um exemplo que é
mencionado praticamente sempre: a equagao 23— 150 —4=0. Historicamente, isto faz
sentido, pois este mesmo exemplo ja surge no primeiro livro dedicado a este tépico: L'Algebra,
de Rafael Bombelli. Este serd o ponto de partida para este artigo. Iremos ver o que diz a férmula
de Cardano, o que é que ha de especial (se é que had) relativamente a equacao atrds referida e
outros topicos relacionados.

As equacdes ctibicas até Bombelli.

Resolver equagdes quadraticas é algo que ja se sabia fazer na Mesopotamia, na primeira metade
do segundo milénio a.C.2. Como iremos ver, resolver equagdes cubicas é algo bastante mais com-
plexo. A primeira pessoa a conseguir um método para resolver todas as equagdes cubicas foi Omar
Caiam? um poeta, matemdtico e astrénomo persa que publicou um livro sobre o assunto no fim
do século XI. 0 método ai exposto, que se haseava numa ideia de Arquimedes, envolvia o uso de
Geometria (mais precisamente, intersecdo de conicas) para resolver aquelas equagdes. Aparente-
mente, Omar Caiam ficou frustrado por o seu método nao ser puramente algébrico, pois escreveu:

"Quando, no entanto, o objeto de estudo do problerna é um ndmero puro, nem nds nem
nenhuma pessoa dedicada & Algebra foi capaz de resolver esta equacdo. Talvez outros

que virdo depois de nds venham a ser capazes de colmatar estalacuna.”.

Nao se vai aqui expor em detalhe a histdria tortuosa de como surgiu, na Itdlia do século XVI,
um processo algébrico de resolver equagdes cubicas"2. A chamada férmula de Cardano con-
siste numa férmula para obter uma solucao da equacao 3+ px + q = 0, que nos diz que
uma tal solucao é dada por

3l q @ p> o3l q @ p3
. QR N - Y S 1
\/2+ 4+27+\/ 2 Y W
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e surge no livro Ars Magna, publicado por Cardano, em 1545.

Umaspeto do que acabou de ser escrito que saltaimediatamente aos olhos é que aférmula (1)
s6 nos permite resolver equagoes cubicas de um tipo muito restrito. De que é que serve aquela
férmula se se quiser resolver, por exemplo, a equagao 208 + 2?2+ —-1=0? Afinal, nao
é daforma 2> + px + g = 0.0 proprio Cardano explica, no Ars Magna, como lidar com este
problema. O primeiro passo consiste em dividir a equagao anterior pelo coeficiente de x3, que
é 2,0 que dd origem a equagao

3 1 5 1 1
x+§a: +§$—§=0 @)

Claramente, as duas equacoes sao equivalentes, ou seja, tém as mesmas solugdes. O passo

seguinte consiste em introduzir uma nova incdgnita, ¥, e substituir, na equacao anterior, x por

y — 1/6.Acontece que

1 3_+ 1 1 2+_1 N 1_ 5, 5 31
"76) T2UT6) T2\VT6) 27V T12Y s
E, agora sim, pode-se aplicar a férmula de Cardano. Temos
_5 _ e 49T
P=1917 576 24

Logo, a férmula de Cardano diz-nos que uma solucao da equacao

5 31
+ 2y 3
v’ 127 54 =0 )

31 7 431 7 5 1
y = ——+ Vi a6 5

2
108 108 24 6 6 3

Finalmente,tem-sez =y — 1/6 =2/3 —1/6 = 1/2.

S6 falta explicar um detalhe: porqué tomar = y — 1/6? De onde vem aquele 1/6?
Vem do facto de o coeficiente de 2 na equacao (2) ser 1/2. A regra geral é a seguinte: se
se tem uma equacao cubica do tipo 23 4+ ax® + bz + ¢ = 0 e se se fizer a substitui-
¢do x =y — a/3, obtém-se uma equacdo do tipo y3 + py + g = 0. Em particular, se
a=1/2faz-sex =y —1/6.

Estd entao visto como aférmula de Cardano permite, de facto, resolver qualquer equacao cu-
bica. Acontece que nao é bem assim. Como Cardano se apercebeu, surge um problema quando
q2/4 + p3/27 < 0. Quando isto tem lugar, a férmula nao faz sentido. Ou, pelo menos, nao
fazia sentido da primeira vez que Cardano se deparou com o problema.

E no Ars Magna que os nimeros complexos surgem pela primeira vez. No entanto, ndo sao
mencionados no contexto das equacoes cubicas. Surgem pela primeira vez perto do fim do li-
vro, quando Cardano menciona o problema de encontrar dois nidmeros cuja soma seja 10 e 0
produto 40 e da como solucdo os nimeros 5 + V—15e5 — \/—715 Mas menciona em se-
guida a "tortura mental” que consiste em trabalhar com tais ndmeros e acaba por dizer que sao
“tao subtis quanto indteis”.
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Quem atacou de frente o problema de usar a férmula de Cardano em todos os casos, e nao
apenas quando q2/4 + p3/27 > 0 foi um contemporaneo e admirador de Cardano, Rafael
Bombelli. No seu livro L'Algebra, ele provou que qualquer equacao cdbica tem alguma solugao®.
Logo, quem pensasse que, por analogia com o que acontece com a férmula resolvente das
equacoes quadraticas, o facto de se ter q2/4 + p3/27 < 0 seriaumaindicacao de auséncia
de solugoes estaria enganado. E é também naquele livro que surge a famosa equagao cubica
23 — 152 — 4 = 0. Bombelli faz notar que, como facilmente se pode verificar, 4 é solucao

desta equagao. Mas se a tentarmos resolver usando a férmula de Cardano, obtemos

r= 2V 4 Y2 Vool

Bombelliaproveitaofactodeseter121 = 1 12 para escrever a expressdo anterior sob aforma

T = §/2+11ﬁ+ §/2—11ﬁ
Em sequida, observa que
2+v=1)" =2243x22x/=T+3x2x /=1 +/-1°
=8+12V/-1-6—-+—1
=2+ 11V/—1

3
e um calculo andlogo mostra que (2 — —1) = 2 — 11+/—1. Logo, afirma Bombelli,

§’/2+11\/f1+{‘/2711\/f1:2+ﬁ+2f\ﬁ:4

Ciihicas de Bombelli.

Este exemplo é excelente, do ponto de vista pedagdgico, para explicar como surgiram os nu-
meros complexos. Os cdlculos sao faceis de levar a cabo e permitem ver como obter a solu¢ao
que ja se sabe que existe. Mas havera mais exemplos deste tipo? Vamos clarificar o que é que
se entende por “este tipo”.

Para comecar, observe-se que a férmula de Cardano pode ser reescrita sob a forma

Logo, se quisermos trabalhar o mais possivel com niimeros inteiros, convém que p seja um

inteiro mdltiplo de 3 e que ¢ seja um inteiro par (no exemplo de Bombelli é o que acontece, pois
p = —15 e g = —4). Em segundo lugar, pretende-se que q2/4 —|—p3/27 seja da forma
—n?, paraalgum inteiro 7 > 0 (no exemplo de Bombelli, q2/4 + p3/27 = —11%). Também
é razoavel ter-se ¢ % 0; nao ha nada de errado, do ponto de vista Idgico, em aplicar a formula de
Cardano com g = 0, mas nesse caso é dbvio que 0 é solu¢ao da equacao, pelo que este caso nao
tem interesse. Finalmente, pretende-se que cada um dos niimeros —q/2 4+ nie —q/2 — ni
sejadaforma(a + bi)3 para dois inteiros a e b (no exemplo de Bombelli, temos 2 + ie 2 — 3).
Vamos chamar cubica de Bombelli a uma equacao cubica que satisfaca todas estas condicoes.
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H3 outras cubicas de Bombelli além do exemplo jd visto? Sim, e é muito facil perceber o mo-
tivo. Basta tomar a equacao cubica 23— 15z +4 = 0, pois —4 é solucao desta equacao

e calculos andlogos aos anteriores levam a esta solucao, que € entao obtida como

V2+1li+V-2-1li=-2+i—2—1i

Mais geralmente, se 3+ px + q = 0 for uma cubica de Bombelli, 3+ pr—q=20
tambhémo é.

H& cubicas de Bombelli diferentes daquelas que ja vimos? Sim, ha uma infinidade delas
e 0 exemplo de Bombellinem sequer é o que envolve ndmeros mais proximos de (. Considere-
-seaequacdo 2° — 62 — 4 = 0.Neste caso, ¢°/4 + p® /27 = —4. Além disso,

2 3
q q b . 3
2+ 4+27 + 27 ( +l)
e
2 3
q q b . 3
5 4+27 i=( i)

pelo que, neste caso, a férmula de Cardano da origem a raiz

2 3 2 3
SN N A B . .
i =i 1= 2
¢2 4 "ot %2 427 ! !

H3d uma maneira simples de obter todas as cuhbicas de Bombelli. Tomam-se dois inteiros nao

nulos a e b e considera-se a equacao cubica
:U3—3(a2—|—b2);1:—2(a3—3a62):0 (4)

E sempre uma ctibica de Bombelli. Com @ = 2 e b = 1, obtém-se aquela que vem no livro
de Bombellie,coma = —1e b = 1, obtém-se 22— 6z —4=0. E, naturalmente, pode-
mos criar assim uma infinidade de cubicas de Bombelli.

Quanto ao motivo de (4) ser uma cubica de Bombelli, basta ver que, neste caso,
p=-3 (a2 + bg) (que é um inteiro mdiltiplo de 3) e ¢ = —2 (a3 — 3ab2) (que é umin-
teiro par). Além disso,

2 3
a P _ (3 N2 2 ;2\3
4+27 (—a’ + 3ab®)” — (a® +b%)
= —9a'b* + 6a%b* — b°

— — (3a% —1?)?

0 termo constante do membro da esquerda de (4) ndao é 0 pois é igual a
—2a (a2 — 362), quenaoé O,umavezque g # Qe \/3 ¢irracional. Um argumento analogo
mostra que 3a%b — b3 = (. Entao, neste caso, a formula de Cardano afirma que uma raiz da
equacao (4) é

3/a3 — 3ab? 4 (3a2b — b3) i + /a3 — 3ab? — (3a2b — b3)i (5)
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Masa® — 3ab® + (3a2b — b3) i=(a+t bi)3 e, portanto, os nlimeros que estao dentro
dos radicais de ambas as parcelas da soma (5) s&o da forma (o + Bi)?’, com « e 3 inteiros.
De facto, decorre do que foi visto que a raiz que se obtém neste caso é 2a, pois (5) é igual a
a+bi+a—bi

A validade da formula de Cardano.
Voltemos a equacao ctbica de Bombelli: 23 — 152 — 4 = 0.J4 vimos que 4 é solucdo des-
ta equacdo. Sera que tem outras? Para determinar isso, podemos dividir 23— 15z — 4 por

x — 4;0resultado é ° + 42 + 1. Entao, uma vez que
2® — 15z —4 = (v —4) (2 + 42 + 1)

as solucoes da equacao 22 + 4z 4+ 1 = 0também sao solugdes da cubica de que partimos.
E aquela equacgao quadrdtica tem duas solugbes: —2 + V3.

Uma questao natural a colocar aqui é a sequinte: porque é que a férmula de Cardano nos dd
a solugao 4 mas nao as outras duas? Acontece que esta pergunta parte de um pressuposto
falso; com efeito, ao contrario do que poderd parecer, a férmula de Cardano da-nos todas as
solugdes. A fim de explicar porque é que assim €, é conveniente comegar por ver porgque é que
a férmula de Cardano é valida. Aquela férmula é frequentemente apresentada sem qualquer
justificacao, mas até é simples de provar. Se, na expressao 3+ px + q, substituirmos x

por u + v, obtemos
u® + 3uv + 3uv? + v® + p(u+v) + ¢

Mas u%v + uv? = uv (u + v) e, portanto, afirmar que a expresséo anterior ¢ igual a 0
é o mesmo que afirmar que

ud + 03+ g+ (u+v) (Buv +p) =0 (6)

Para que isto tenha lugar, basta que se tenha u3 + v3 +qg=0¢e 3uv+p=0.Masse
for este o caso, entdao

ud 4+ 03 = —q
udvd = —p3/27

Este sistema de equacOes resolve-se facilmente. Se, na segunda equacao, se substi-
tuir v3 por —u® — q, obtemos u? (—u3 — q) = —p3/27, 0 que equivale a afirmar que
2
(uS) + qu® — p3/27 = 0.Logo,

2 3 2 3
N U T S :_q_\/ﬁ
WETTV T Tr Y T T 4Ty 1 T o7

ou,
2 3 2 3
3__4_ Jja p_ . 3_ 3 4 P
=Ty T A s S VR T
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Em qualquer dos casos,

. 2 3 . 2 3
_ 4 e« g e JT P
“+v_\/2+\/4+27+\/2 Vi tar

Esta entao justificada a formula de Cardano. Mas esta férmula tem um problema, que nao

tem nada a ver com o sinal da expressao q2/4 + p3/27. O problema é o seguinte: cada nu-
mero complexo diferente de 0 tem trés raizes cubicas. Logo, em geral, a férmula de Cardano
devia dar-nos nove solucoes para a equacao 3+ px + g = 0,aqual ndo pode ter mais do
que trés. Como é que isto pode ser?

Para compreender o que se estd a passar, veja-se que a certa altura, ao deduzir-se a va-
lidade da formula, se tem 3uwv 4 p = 0; no passo seguinte, esta igualdade é substituida
por udvd = —p3/27. E, de facto, as igualdades sao equivalentes se estivermos a tra-
balhar somente com nimeros reais pois, nos reais, dois nUmeros sao iguais se e sd se 0s
seus cubos sao iguais. Mas isto nao é verdade para 0s nimeros complexos! Isto decorre
do facto ja referido segundo o qual cada nimero complexo diferente de 0 ter trés raizes cu-
bicas. Por exemplo, as raizes cubicas de 1 sao as solucdes da equagao 23 —1=0.Como
2—1= (z—1) (22 +z+4+ 1),as solucdes daquela equacao sao, além do ndmero 1, as
raizes do polindmio 2% + z + 1,que sdo —1/2 + v/3i/2.Sejaw = —1/2 4 V/3i/2;en-
tao w? = —1/2 — \/§1/2 Assim sendo, as raizes ctbicas de 1 530 1, w e w?. Mais geral-
mente, se z for uma raiz ctibica de um niimero complexo w, entdo as raizes cubicas de w sao
Z,wze w?z.

Decorre daqui que a férmula de Cardano ndo deve ser interpretada literalmente; a ideia
nao é tomar qualquer raiz ctbica de —q/2 + +/q?/4 + p3/27 e somar-lhe qualquer
raiz cubica de —q/2 — /q%/4 + p?/27. 0 que ha a fazer é tomar uma raiz cdbica u de

—q/2 ++\/q%/4 + p3/27 e somar-lhe uma raiz clibica v de —q/2 — /q?/4 + p3/27

tal que uv = —p/3. E é sempre possivel fazer isto, pois se u for uma raiz ctbica de
—q/2 4+ \/q*/4 + p3/27 e vforumaraiz cibicade —q/2 — /q?/4 + p3 /27, entao
3 3
3 3,3 p ( P)
uv)” =uvt = —— = |—=
(uv) 27 3
e, portanto, wv & um dos niimeros —p/3, —wp/3 ou —w?p/3 e entdo
se uv = —p/3, aquele u e aquele v servem;
se uv = —wp/3, basta substituir u por wu e v por wv, pois
3
w'p p
wu) (W) = ——— = —=
(wu) (wo) = =58 = =
analogamente, se uv = —w2p/3, basta substituir « por wiuew por w?v.

Antes de prosseguir, convém responder a uma pergunta que provavelmente esta-
ra na cabeca de alguns leitores. Porqué toda esta confusao relativa a quais raizes cubi-
cas levar em conta? Afinal, a férmula de Cardano j3a foi empregue repetidamente neste tex-
to e nao se teve nenhum cuidado especial com tais escolhas. De facto, e isto assim é por
dois motivos. Da primeira vez que a férmula da Cardano foi empregue, foi para resolver a

equacdo (3). Neste caso, os ntimeros —q/2 + +/q?/4 + p3 /27 sdo ambos reais e, natu-
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ralmente, tomaram-se as suas raizes cubicas reais u e v. Mas entao uv = —p/3, pois uv
é real e, portanto, ndo se pode ter uv = —wp/3 nem uv = —w2p/3. Em todos os res-

tantes casos, o ndmero —¢q/2 + /q?/4 + p3/27 era um nimero complexo nao real e
—q/2 — \/q?/4 + p3/27 era o seu conjugado. Mas se a, b, a e 3 sao nimeros reais tais
que (o + ﬂz)3 = a + bi, entdo (o — ﬂz)g = g — bi. Entdo, uma vez escolhida uma raiz

clibica wde —q/2 + \/q?/4 + p3 /27,0 que é natural fazer (e o que foi feito) foi tomar para

. - — 2 . .
v 0 conjugado de «, o que tem como consequéncia que uv = ut = |u|*, que é um ndmero

real. Logo, tal como no caso anterior, uv tem que seriguala —p/3, umavez que —p/3 é real.
Isto explica porque é que, em todos 0s casos, 0 numero dado pela férmula de Cardano foi, de
facto, uma solucao da equacao de que se partiu.

Mas agora convém fazer notar que, dada uma equacao cubica 3+ pr+qg=0seuev
forem raizes ctibicas de —q/2 + \/q%/4 + p3/27 e de —q/2 — \/q?/4 + p3/27 res-
petivamente tais que uv = —p/3, entao 0 mesmo acontece com os niimeros wu e w?v,bem
como com os niimeros w>u e wv. Logo, wu + w?v e w?u 4 wv também sdo solucoes da
equacao dada. E istojustifica a afirmacao que foi feita atrds sequndo a qual a formula de Carda-
no da todas as solucdes da equacao, pelo menos no caso da equacdo 2> — 15z — 4 = (.Ja
vimos que, neste caso, podemos tomar 4 = 2 + ¢ e v = 2 — 4. Entdo a férmula de Cardano
dé, de facto, todas as solucdes daquela equacao: 4 (= u + v), —2 — V3 (: wu + wQU)
e—2++3 (= wu + wv).

Isto leva a sequinte questao: sera que a formula de Cardano permite sempre obter todas as
raizes da equagao 3+ px + g = 07 Isto ndo resulta automaticamente da deducao da va-
lidade da férmula, pois esta deducao envolveu passar pela igualdade (6) e afirmar que, para
que seja valida, é suficiente que cada parcela do membro da esquerda seja igual a 0. Mas para
que uma soma de dois niimeros seja () nao é necessario que ambas as parcelas sejam nulas
e isto abre a possibilidade de haver outras solucdes além das que sao dadas pela formula de
Cardano.

Como vimos, a formula de Cardano fornece trés solugdes da equacao dada. Se fornecer trés
solugdes distintas entao, visto que se trata de uma equagao cubica, nao pode haver mais solu-
¢oes. Falta entao ver o que é que acontece quando as solucdes nao forem distintas.

Temos entao uma equagao do tipo :c3 + px + q = 0 e temos dois ndmeros u e v tais
que u® = —q/24+ V@2 /4+p3/27, que v = —q/24 \/q?/4+p3/27 e que
uv = —p/3. A partir daqui, obtemos os trés ndmeros u + v, wu + w?v e w?u + wo.
0 que é que acontece se, por exemplo, wu + w?v = w?u 4+ wo? Temos

wu+w202w2u+wv©u+wv:wu+v
sl-wu=(1-w)v

SU=v

Mas entao as solucdes da equacao dadas pela formula de Cardano sao

2u (= u +v)e—u (= wu + w?v = w’u + wv)
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Por outro lado, veja-se que

(x = 2u) (z 4+ u)? = 2° — 3u’z — 23

= 2% — 3uv — (u3+v3)(poisu:v)
_ .3
=x"+pr—+q

de onde decorre que 2u e —u S30 as Unicas solucdes da equacao dada.

Os restantes casos sao andlogos:se u + v = wu + wzv,entéo U = wu eas solugdes da-

2u eseu—+v= wiu “+ wv,entao v = wlu

das pela férmula de Cardano sao 2wl e —w
e as solugdes dadas pela férmula de Cardano sao 2wu e —wu . E mostra-se como atrds que sao

as Unicas solugdes da equacao. Estes calculos levam a uma consequéncia interessante: tem-se

z° + px + g = 0tem menos que 3 solucgbes <

<:>’UIUOU’U:WU0U’U:W2’U/

ol =03
2 3 2 3
q fa  p° _ q  |¢¢ P
< 2+ 4+27_ 2 4+27
2 3
q° p
s 4 =0
4+2

Logo, o nimero q2/4 + p3/27, que é tao proeminente na férmula de Cardano, € igual a
0 quando e s6 quando a equacao cubica que se esta a resolver tiver menos do que trés solu-
¢Ges. E pode-se provar (supondo que p e g sao nimeros reais) que é menor do que 0 quando a
equacao tiver trés raizes reais e que é maior do que O quando tiver uma raiz real e duas raizes
complexas nao reais.

Para terminar, observe-se que é desnecessario usar a formula de Cardano quan-
do q2/4 + p3/27 — (0. Podemos, é claro, usa-la; obtemos que as raizes sao
2y/—q/2 (: M) e/ —q/2. Mas ha uma resposta mais simples, que ndo envolve
cdlculo de raizes. Caso p = (), entdo, visto que q2/4 + p3/27 = 0, ¢ = 0. Logo, a equagao
em questao é somente z3 = 0, cuja Unicaraiz € 0. Caso p # 0, entéo

27¢*
ap3

2 3
q p
—+-=0& -
4+27

Logo

T 8P 2 4pd 2

3ﬁ 3_27q3_q 27q2__g
2p

Entdo uma raiz cibica de —¢q/2 é 3¢/2p. Aparentemente, pode-se entao tomar
u = v = 3q/2p.Para confirmar que assim é, basta ver se se tem uv = —p/3, mas tem-se
isto de facto, pois

_(3q>2_9q2_p 27> p
uw = | — — 3

2p _4p2_§@ B
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Logo, as raizes da equacao 23 + px + ¢ = 0'sdo, neste caso, 3p/qe—3q/2p.Em parti-
cular, se p e g forem nimeros racionais, as raizes tambhém sao racionais.
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