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O Potencial Didatico da
Generalizacao.

Casos Particulares.

Carlos Gomes
ESA

Muitos sao os exemplos em gue um problema apresentado aos alunos (em manuais, cadernos
de exercicios, provas, exames nacionais) nao é mais do que um caso particular de um resultado
geral. Neste texto traz-se como exemplo um problema de um exame nacional, para tentar mos-
trar o potencial diddtico que ele pode conter quando o exploramos, com tempo, na sala de aula ou
fora dela. Colocando énfase nas premissas que garantem o resultado solicitado, usando o arsenal
matematico ja disponivel, ou outro ainda por explorar, testando hipéteses recarrendo a modelos
dinamicas criados para o efeito, é prazer garantido, ndo para todos, mas para muitas gue estao a
Sua espera, ao abrigo da escola inclusiva.

0 Problema. 2 i
Considere as fungdes f e g,de dominio |0, +o0], definidas for f (x) = —eporg (z) = ——

x x
comk > 0.

Considere ainda:

Dois pontos P e (J, com a mesma abcissa, pertencentes, respetivamente, ao grafico da
funcdo f e ao gréfico da funcao g;

Areta s, tangente ao grafico da funcao f no ponto P;

Areta ¢, tangente ao grafico da fungao g no ponto Q;

0 ponto R, ponto de interseccao das retas se t.

Mostre que, qualquer que seja a abcissa dos pontos P e (), a drea do triangulo [PQ R] ¢
igual a k.

(Problema *16 — Exame Nacional de Matemética A - 2023 - 22 F)

Primeiras impressoes.
Neste problema, é com relativa tranquilidade que se percebe que a condicdo f = —g e
f (x) # Oparatodo o € Dy é suficiente para que R tenha a sua existéncia garantida no
eixo Ox.

E isto é claro porque sabemos que f (z) # 0 em todo o dominio considerado. Caso
f" (z) = 0, para algum z, 0 ponto R deixaria de existir (assim como 0 A [PQR)). As ima-
gens abaixo ilustram as duas situacdes para afuncao f (z) = "% 4 2.
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A) B)

FIGURA1L f (z) = —g (z)e f’ (x) # 0garantem que R estdnoeixo Oz A) f' (zp) # 0.B) f' (zp) = 0

FIGURA2. Grdfico dafuncao Aapg r) (2) para f (z) = eSinT 4o
Note-se que, em geral, como se pode ver pelas FIGURAS 1e 2, a drea do triangulo [ PQ) R]nao é

constante, quando a abcissa de P e () varia, ao contrdrio do que acontece no Problema 16 para
k

afuncao f (x) = —. Em geral, quando f’ (o) = 0, a drea "explode” para oo para valores de
T

 muito préximos de .
O leitor pode, se entender, manipular a construcao GeoGebra, experimentando outras fun-
¢Oes a seu gosto. Casos que podem ser interessantes de experimentar:

fle)=e% f(2); f (@) =tan(z); f(2) = —5; f () = 5; f (2)

f (@) = 2" f (2) = tan” (@) () = sin” (2) (n > 2)

Generalizacoes.
A funcdo f que surge no Problema 16, e a drea constante que dai resulta, é apenas um caso
particular do seguinte resultado.

Teorema 1: Area do triangulo.
Seja f uma funcao diferencidvel num intervalo aberto de R. Considere ainda:
Dois pontos P e (), com a mesma ahcissa ¢, pertencentes, respetivamente, aos grafi-
cosde fe—f;
Areta s, tangente ao grafico da funcao f no ponto P;
Areta ¢, tangente ao grafico da funcdo — f no ponto Q);
0 ponto R, ponto de interseccao das retas s e t.

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2024.015 | junho de 2024 2


https://www.geogebra.org/m/xfkhxcxm
http://doi.org/10.24927/rce2024.015

REVISTA DE CIENCIA ELEMENTAR

2
Entdo, a area do triangulo [ PQ R] é dada por A () = f (@)
satisfaca a condicao f/ (o) # 0.

,paratodoo v € Dy que

%

—
o)

-~

Demonstragao.

Equacbes dasretas se t:
sty =f'(0) (= a)+ (o) .
try=—f(a) (@ —a)— f(a)

A intersecao das retas apenas nao ocorre se f’ (a) = (), pois nesse caso s || ¢, que serdo
coincidentes caso « seja simultaneamente um zero de f. Daqui para a frente admitimos que
[ (a) # 0,paratodo v € Dy.Sendo R (z, ), das equagdes (1) resulta que

y=—f(a@-a)-fla)=-[f(@@-a)+f(a)]=-yey=0 @

0 que significa que o ponto R vive no eixo O, sendo a sua abcissa, x, a solucao da equacao
(v fixo):

0=f"(a)(x—a)+f(a)

Resolvendo-a,

= (@(@—a)+ /()
0= f (@o—af (@) +f (@) 5
Lol @=f@) (@

7' ()

Segue-se de (2) e (3) que R tem de coordenadas R <a — f(a)

,O). Assim, a drea do
triangulo [ PQ R] sera dada por

2
A =5 pr (o f )| = A = 0 “
No Problema 16, f () = geg () = —f (x), sendo que f é diferenciavel e f' (z) # 0

no dominio considerado. Verificando o resultado (4),

Nota para reflexao:

a
A abcissa do ponto R, x, = o — ]]:/(( )> e a férmula recursiva no método de Newton,
a

T
Tptl = Ty — J]:’ ((mn)) nao tém o mesmo aspeto por acaso, pois nao? No caso particular da
n
N k
funcao f () = — xpy1 =

2z, 0que nao surpreende mas traduz certas propriedades geo-

8
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métricas Unicas presentes nas hipérboles, nomeadamente algumas relacionadas com areas

(voltaremos a este aspeto mais tarde, numa demonstracao quase visual...).

Mais além...
Tal como observamos atrds, em geral, a drea Aa () do triangulo [ PQ) R] ndo é uma fungao

constante.

sin(x)

Por exemplo, se f (z) = e + 2 (FIGURA 1), basta observar que esta tem extremos

para afirmar que a drea do triangulo [ PQ) R] varia. Neste exemplo, essa drea é dada, para cada
S (e o)

T f (@) emecosa|

™
valor de z € R\ {5 +im,te Z}, pela funcdo Aa ()
cuja representacao grafica se encontra na FIGURA 2.

k
No entanto, no Problema 16 estamos perante uma fungdo, f (x) = —, cuja funcao
T

k
A (z) = k (constante!). Ja sabemos que f () = — é diferencidvel e ndo tem extremos.
x

Mas isso ndo chega para garantir que a area do triangulo [PQ) R] seja constante: a fungdo
f (z) = e”também é diferencidvel e ndo tem extremos, no entanto A (x) = € (curioso!).
Assim, a questao que se pode colocar é:

Quais sao exatamente as fungées que tém como funcao area associada, A (z),uma

determinada constante k positiva?
A resposta estd no seguinte resultado.
Teorema 2: Funcoes de drea constante

Seja f uma fungao diferencidvel em todo o seu dominio, com f” (x) # 0,e o triangulo[PQ R]
tal como definido no Teorema 1. Entao,

A (x) = k(constante positiva) & f (z) = + ,com ¢ constante

xr—+c

Demonstracgao.

(<) Basta substituir f (z)e f' () na expressao A (z) = e verificar que tudo se

simplifica para k (¢ deixado como exercicio).

f (2)’
|f" ()]
k
T+c

(=) Nestaimplicacdo temos de resolver a equacao = kemordema f (x)emos-

trar que a solucado € a familia de fungéesf () = +

Fazendoy = f (), aequacao (diferencial) fica

—:k©y2:k‘y"<:>y2:—ky' (y'<0)\/y2:k:y' (y'>0)

y2
4

Resolvendo cada uma das equacoes da disjuncao,
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x+c

Esta expressao define uma familia (infinita) de funcGes, uma para cada valor da constante
real ¢, de modo que a area do triangulo [ PQ) R] é sempre k, para cada valor de c.

O leitor pode, se entender, manipular a construcao GeoGebra aqui, visualizando as curvas
integrais da equacao diferencial e as solugdes para as condi¢des iniciais definidas pelo leitor,
assim como o triangulo[PQ R).

No exemplo dado na FIGURA 3, para k = 15 e para a condicao f (3) = 5, ou seja, para que
f contenha o ponto (3, 5) e a drea do tridngulo seja15,¢ = 0.

k—ap
5

pela expressao c =

FIGURA3.k = 15 e condicao inicial f (3) = 5

0 regresso a simplicidade.
A demonstracao do Teorema 2 envolveu a utilizacao de algum arsenal pesado para um aluno
do ensino secundario. Primitivas e integrais definidos é um tdpico opcional para 0 12.2 ano
no novo programa (Aprendizagens Essenciais). A demonstracao levada a cabo €, de todo o
modo, um exemplo de como nao devemos usar “bazucas” para resolver problemas de sim-
plicidade conhecida.

Quando se consultam os critérios de classificagao deste item, existe uma clara orientacao
para uma abordagem usando essencialmente ferramentas relacionadas com derivadas de
fungdes e geometria analitica.
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A geometria analitica € uma ferramenta muito valiosa que nos foi dada pelos matematicos
do século XVII para resolvermos problemas de geometria (e ndo sd), mas nao deve ser vista
como uma imposicao!

Vejamos uma alternativa de resolucao do Problema 16, que deveria estar incluida nos crité-
rios de classificacdo, e como essa abordagem ao problema permite apresentar uma prova alter-
nativa da implicacdo (<=) do Teorema 2, com alguns recursos de geometria sintética que, em
ultima instancia, derivam de propriedades da hipérhole.

k
Partamos da situagao mais simples, exatamente a fungdo do Problema 16, f (x) = —. Esta
T

€ a conhecida funcao de proporcionalidade inversa de constante &, ja muito familiar no ensino
basico (9.2 ano). Também se pode escrever xy = k. O significado geométrico desta expressao
é 6bvio, muito explorado no 9.2 ano: a drea do quadrilatero [ ' E A D], de dimensées z = F'E
ey = AD é constante eigual a k (ver FIGURA 5).

FIGURA 4. Critérios de classificacao

k k
0 declive da reta tangente em A (a:, ) e—— = f (x).0 declive dareta D também
T x

é —% (porqué?). Assim, as retas RBe F D saoparalelase BD = AFE e DA = ER,uma
x
vez que [BDEA]e[DERA] sao paralelogramos. Assim, a area do retangulo [FEAD] é

igual a soma das areas dos triangulos [ B.D A]e[ E'R A], ou seja, o triangulo [ " R B] pode sem-
pre ser decomposto em quatro tridngulos equivalentes (independentemente da localizacao do

k
ponto A no grfico de f (z) = —). Por aqui fica arrumado o Problema 16 pois basta fazer uma
T

simetria do triangulo [ 2 R A]relativamente ao eixo Oz e obtemos o triangulo| AA’ R| (PQ R]
no problema) com area igual a k. O ponto A’, simétrico de A em relaco ao eixo O, fica sobre
o grafico dafungdo g = — f. Fica agui a proposta de manipular a construcdo GeoGebra, ou cli-
cando sobre a FIGURA 5, onde se pode observar os argumentos atrds apresentados.

k
Quando passamos para fungdes do tipo h () = :l:T =xf(r+c),ceR as
r+c

areas sao totalmente preservadas pois as unicas transformacges do grafico de f sdo atransla-
k

¢do e a simetria em relagao a eixo Oz (10.2 ano). Logo, tudo o que foi provado para f (z) = —
x

ficaprovadoparah (z) = £ ,tendo em consideracao que a assimptotax = —cfazo

x+c

papel de eixo Oy em toda a construgao geométrica descrita.
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k

—
I + ¢ definicao

Assim, f (x) = £ Airpap) =k Alaar) = k.

_
Prop. geométricas

k
FIGURA5. Hiperbole e grafico de f (z) = —
x
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