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Movimento Browniano
e difusao.

Eduardo Lage
U. Porto

Em 1827 o botanico Robert Brown descreveu o movimento aleatdrio de graos de pdlenimersos em
dgua e observados ao microscopio. A explicacao do fenémeno (A. Einstein, 1305; M. Smolushowski,
1906) como sendo o resultado de muiltiplas colisdes de moléculas de dgua (cerca de 10" por se-
gundo) e o seu relacionamento com a difusao macroscépica, mostrou-se definitiva na aceitacao
da teoria atdmica da matéria e, simultaneamente, fez entrar na Fisica a modeliza¢ao por processos
estocdsticos como método de tratamento de fendmenos demasiado complexos para uma abor-
dagem segundo as leis da Mecanica. Neste artigo sao apresentadas as bases da formulacao de
processos estocasticos, sempre unidimensionais para simplificar, e sdo incluidos diversos exem-
plos com particular atencao ao movimento Browniano. Mostra-se coma generalizar para tempo e
espaco cantinuos a formulacao inicialmente definida para tempo e espaco discretos, deduzindo-
-Se a equacao de Fick para a difusao macroscopica. Num Apéndice € indicado como implementar
em computador a simulacao dagueles processos.

FIGURA1. Robert Brown (1773-1858).

Considere-se o eixo z marcado por pontos igualmente espacados e identificados por um nu-
mero inteiro n, tomando-se n = 0 para origem. Imagine-se que, partindo da origem, uma par-
ticula, a cada tique 7 de um relégio (= = 0,1,2, - - - ) efetua um salto aleatdrio para o ponto a
direita com probabilidade p, ou para a esquerda com probabilidade ¢ = 1 — p. Entao, a proba-
bilidade P,(7) de a particula se localizar no ponto n no “instante” 7 satisfaz a equacao:

Pn(T + ]-) = an—l(T) + an+1(T) (1)
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com a condigao inicial:
Pn(o) = Jn,O 2

onde d; ; € o simbolo de Kronecker. A equagao 1 é um caso particular da, assim designada,
equacao-mestra:

Pn(T + 1) = Z Wn,um(T) 3)

onde W, ,, > 0 € aprobabilidade de transicao de m paran satisfazendo a condicao de conser-
vacao de probabilidade:

> Wom=1 (4)

Muitos problemas interessantes podem ser formulados usando a equagao 3, desde propa-
gacao de virus ou fogos florestais até oscilagées da bolsa de valores (consideradas numa nova
area conhecida por Econofisica).

E ficil verificar que a equacdo 1 é reproduzida pela equacdo 3 com a escolha
Wam = POnm+1 + @6nm—1. O cdlculo da média e outros momentos da distribuicdo P, (7)
pode ser feito a partir da equacao 3; por exemplo:

(n(r)) =Y _nPu(r) = (n(r +1)) = (n(7)) +p—q (5)
(n*(r)) =Y _n’Pu(r) = (n*(r + 1)) = (n*(7)) +2(p —@)(n(7)) +1 (g

Tendo em atencao a condicao inicial, obtém-se a média e a variancia da distribuicao:

(n(r)) = (-9 (7
(8)
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Estes resultados sugerem que, para 7 >> 1, a distribuicao P, (7) se aproxima de uma Gaus-
siana centrada na média e com uma largura o(7), isto €, a particula situa-se em (n(7)) com
um “erro” 3 x o (7).

A prépria distribuicao P, () pode ser obtida usando o método da funcao geradora. Defina-se:

¢(k,7) =) Po(r)e™™" (9)

Notar-se-d que ke k + 27 x inteiro dao o mesmo resultado, pelo que se restringe k ao inter-
valo ] — 7, r]. Também se registam as seguintes propriedades:

conservacao de probabilidade — ¢(0,7) = 1
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Ora, usando a equacao 1, obtém-se:
¢(k, 7+ 1) = (pe™* + ge~ ) p(k, 7) — p(k,7) = (pe™ + ge )" (10)

Desenvolvendo esta poténcia e comparando com a equagao 9, tem-se:

P(r) = Z<;>qu7715n+7,2l M)

=0

Esta distribuicao estd representada nas FIGURAS 2 e 3, para p = 0,7. Elas mostram clara-

mente que se aproxima de uma Gaussiana para 7 > 1.

FIGURA 2.Distribuicao P, para T = 200 saltos

FIGURA 3. Distribuicao P, para T = 2000 saltos

Um método alternativo para se obter P, () a partir de ¢(k, 7) consiste em comecar por veri-
ficar a identidade:

1 4 .
—_— / dke(m—n) — dmn  m,ninteiros (12)
2 J_»

Deste modo, a equacao 9 pode ser invertida, obtendo-se:

P, (1) L / dke " (K, T) (13)

21 —pi

reproduzindo-se a equacao 11.
Com a fungdo geradora é facil calcular momentos da distribuicao P, (7). Por exemplo:

(%), =itnto) (12
(g%)ko = —(n’(n)) (15)
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Usando a equacao 10, confirmam-se facilmente os resultados (7) e (8).
1
Ocasop=gq= 3 porque foi considerado por Einstein na sua segunda publicagao sobre

0 movimento Browniano (1905) e pela sua relacdo com a difusdo macroscépica, merece uma
atencao particular.

A FIGURA 4 mostra o resultado da simulagao das posicoes visitadas pela particula para um
total de 103 saltos. A partir destes resultados foi obtido o histograma da FIGURA 5 onde, para
cada posicao (eixo horizontal), é indicado o nimero de visitas (eixo vertical). Detalhes sao re-
metidos para o Apéndice.

FIGURA 4. Movimento aleatorio a uma dimensao

FIGURA 5. Histograma obtido a partir da FIGURA 4
O histograma ja é uma boa aproximacao para a distribuicao exacta dada pela equacao 11. Esta

distribuicao estd representada nas FIGURAS 6 e 7 para 7 = 400 e 7 = 900, respetivamente,
verificando-se o aumento da sua largura conforme a equacao 8, por exemplo,

(1) =71 (16)

FIGURA 6. A distribuicdo P, ap6s 400 saltos
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FIGURA 7. A distribuicao P, apos 900 saltos

Se a distancia entre saltos consecutivos for a e o intervalo de tempo entre dois cliques conse-
cutivos for At, entdo o desvio padrao nas posicdes da particula escreve-se:

t
o(t) = a4/ -— = V2Dt (17)
At
onde se identifica:
2
a
- 1
2At 18)

Adiante serd mostrado que D é o coeficiente de difusdao para um conjunto de particulas
imersas num fluido. A equagdo 17, devida a A. Einstein (1905) foi verificada por J. Perrin em
1908 através da observagao ao microscépio do movimento aleatdrio de particulas suspensa
num fluido. Por este trahalho, Perrin receberia o Prémio Nobel da Fisica de 1926.

Tendo a particula partido da origem, tem interesse saber se a origem ela pode voltar, pela
primeira vez, ao fim de um ndmero arbitrario de saltos. E claro que, por exemplo, para dois

. N - 1 .
saltos apenas, a particula pode regressar a origem com probabilidade 5 correspondente as

transicbes0 — 1 — 0e 0 — —1 — 0. Contudo, a particula pode afastar-se muito da origem
e, eventualmente, nunca a ela regressar. Para responder a questao, verifica-se que a solugcao
formal da equacao 3 é:

Pu(r) = [W1] ., (19)

1
onde a matriz W ja foi definida, por exemplo, W, ,,, = E(dn’m+1 + 65,m—1)- Entdo, formal-

mente, tem-se:

PO(T) = [WT]O,O = Z Z U Z WO,nl,nz e WnT,O

ny N2

H3, assim, termos onde um ou mais dos indices podem tomar o valor O, representando, pois,
um retorno a origem. Designe-se por R(7) a contribuicdo para Py(7) dos termos em que ne-
nhum indice tem o valor 0, por exemplo, R(7) é a probabilidade de a particula regressar, pela
primeira vez, a origem ao fim de 7 saltos. Mas também ha termos em que, apenas um indice
qualquer, por exemplo n, € nulo, o que significa que a particula regressa a origem ao fim de 74

saltos e voltaaregressar ao fimde 7 — 7 saltos; a soma destes termos é E R(m1)R(T — 11).

T1
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Percebe-se como este processo se itera, obtendo-se:

Py(r) = R(7) + Y R(m)R(r —m1) + > _ > R(m)R(n:)R(T — 11 = 2) + - (20)

1 T2

Definindo:

7=0
E, analogamente,
R(s) =) e *"R(7)
=0
Conclui-se:
. R(s - 1
Py(s) = # — R(s) = —
1— R(s) 14+ P, (s)

0 célculo de Py(s) pode ser feito a partir das egs. (13) e (10):

~ 0 1 ™ 1 T 1
Py(s) = Ze—”—/ dk(cos k)™ = —/ dk————
= 2 ) _ . 2 J_. 1—eScosk

Ora, a probabilidade de a particularegressar a origem pela primeira vez seja qual for o nimero

_ 1 g 1
.Mas P((0) = / dk

depassos é, simplesmente, R(0) = =5 T o n =
g - — cos

1
1+ P, (0)
pelo que R(0) = 1 - a particula regressa certamente & origem. E interessante sublinhar que
este resultado é exacto para o movimento aleatdrio a uma dimensao, sendo marginal para

duas dimensdes (P (0) diverge logaritmicamente) e 2(0) = 0,603 para trés dimensées.

Passagem ao continuo — difusao e equacao de Fick.

Imagine-se que ha N particulas independentes, cada uma executando um movimento aleatdrio
descrito pela equacao 1. E mais natural estudar tal sistema através de uma descricdo macroscépi-
ca caracterizada por uma densidade n(z,t) = NP(z,t) onde P(z,t) é a versao de P, () para
tempo e espago continuos. Para isso, aceita-se que a distancia a entre pontos vizinhos atrds con-
siderada, € um pequeno comprimento e que o tempo real At entre dois tiques do reldgio €, também
pequeno. Em ambos os casos, por pequeno entende-se que a densidade, e outras grandezas ma-
croscdpicas, pouco variam naqueles intervalos de espaco e tempo. Nestas condicoes, define-se:

P(z,t)a = P,(1) 1)
Com a correspondéncia:
T = na
t=T1At

pelo que:

P(z +a,t)a = Pos1(7)
P(z,t+ At)a = P,(t+ 1)
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Assim, a equacao 1fica:

P(z,t + At)a = [pP(z — a,t) + ¢P(z + a,)]a

0 que, depois de cancelar o factor a comum e de multiplicar por IV, se converte em:

n(z,t + At) = pn(z — a,t) + gn(z + a,t)

Desenvolvendo até a 1.2 ordem no tempo e 2.2 ordem em z, ohtém-se:

on on 0%n
— = —v—+4+D— 22
o "oz oa? @2)
onde:
(- )%
v=(p—q)——
P=a)Rx7 (23)
é a velocidade macroscépica da particula; e:
2
a
D=—— 24
2At (24)

como atras se encontrou. As egs. (23) e (24) exibem o relacionamento de grandezas mensura-
veis da particula com grandezas definidas para o movimento Browniano.
A versao no continuo da condicao inicial definida pela equacao 2 fica:

511 0 1 T dk ik 1 T :
» v ikn o~ dae'® 5
€ 21 /,1 2 a—0 (x) (25)

n(z,0) = = —
(2,0) a 2r J_. a
onde se usou a equacao 12. 0 resultado final é a distribuicdo d de Dirac.
A equacdo 22 tem a forma de uma lei de conservagao (cf. a lei de conservagdo de carga em
Electromagnetismo). Trata-se, de facto da conservacao do nimero total de particulas. Rescre-

vendo aquela equacgao:

o _ Y (26)
ot Oz
com:
J(z,t) = vn(z,t) — D@ @7)

or

Identifica-se J(z, t) como o fluxo do niimero de particulas, aparecendo como a sobre-
posicao de um movimento macroscépico associado com a velocidade, com um movi-
mento dispersivo, como a seguir se mostra. Com efeito, a solucao da equacao 22, sujeita
a condicao inicial expressa pela equacao 25 pode ser obtida por simples transformacao
de Fourier. Escrevendo:

n(z,t) = % [ ~ dke™* (K, t) (28)
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obtém-se:

‘Z—f = —(ikv + Dk?)%

(ikv+DE?)t

com a condico inicial ¥(k,0) =1 pelo que ¥(k,t) = e~ . Substituindo na equa-

¢ao 28 e integrando, tem-se:
1 (z—vt)?

n(z,t) = —De* o (29)
4nDt

Esta distribuicao Gaussiana desloca-se com a velocidade v aumentando a sua largura como
V2Dt. Quando se deita um pingo de tinta colorida soltivel em dgua, vé-se que a tinta se des-
loca para baixo pela accao da gravidade e se vai alargando por ac¢ao da difusao até se atingir
um equilibrio, com mais tinta em baixo e menos em cima. Ambos os fendmenos resultam do

movimento Browniano de cada particula da tinta.

on
o
Fick nos seus estudos sobre difusao, sendo D conhecida por constante de difusao, ficando

A expressao do fluxo com v = 0,por exemplo, J = —D—— foi postulada em 1855 por Adolf

aquela expressao a ser conhecida por lei de Fick. A lei traduz um fenémeno bem conhecido:
particulas tendem a deslocar-se da regiao de maior concentragao para a regiao de menor con-
centracao. A relacao da constante de difusao com caracteristicas do movimento Browniano,
equacao 24, foi estabelecida por A. Einstein no seu primeiro artigo de 1905 sobre aquele mo-
vimento.

Mas hd, também, um outro caso de muito interesse: quando a tinta colorida atrds referida
atinge uma situacao de equilibrio, o fluxo anula-se. Ora, nesta situacao, a distribuicao das par-
ticulas segue a lei de Maxwell-Boltzmann: considerando o eixo x vertical, dirigido para cima, a
distribuicdo de equilibrio é n(z) o< e #™9* onde 87! = k,T (kp constante de Boltzmann; T
temperatura absoluta do fluido onde se processa a difusdo). Deste modo, a condicdo J = O na
equacao 27 da:

v+ BmgD =0 (30)

Mas observe-se agora que cada particula, embora muito pequena, é muito maior que as
moléculas do fluido, estando, segundo as leis da Mecanica, sujeita quer a forca da gravidade,
quer a forca exercida pela viscosidade do fluido que se opde ao movimento. Assuma-se que
esta forca é dada pela férmula de Stokes para particulas esféricas (raio 7), por exemplo, 67nro.
Quando as duas forgas se equilibram, atingindo-se uma velocidade constante (velocidade ter-
minal) entao:

mg + 6mnrv =0 (31
Comparando estas duas expressoes, obtém-se:

D— kgT
6mnr

(32)

A importancia histdrica desta equacao, por A. Einstein no seu primeiro artigo de 1905 sobre
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. . R .
0 movimento Browniano deve ser realcada: como kp = N onde R é a constante dos gases
A
perfeitos, a equacao 32 permite determinar N4 o nimero de Avogadro, uma enorme contribui-

¢ao para a aceitacao da realidade de atomos.

Modernamente, considera-se a equacao 32 como um exemplo do teorema da flutuagao dis-
sipagao: a dissipacao, um fenémeno irreversivel macroscadpico, assenta nas flutuagdes micros-
copicas que inevitavelmente o meio apresenta.

0 impacto dos trabalhos de Einstein sobre o movimento Browniano e difusdo pode avaliar-
-se pelas posicdes assumidas pelo famoso quimico W. Ostwald: antes da publicacao daqueles
trabalhos, Ostwald nao acreditava na hipétese atémica; apds aquelas publicacoes e as expe-
riéncias de Perrin, ficou convencido da existéncia de atomos, tendo proposto Einstein para o
Nobel da Fisica em 1910!

Entropia e irreversibilidade num modelo simples.

Regressando a equacao 3, admita-se agora que n identifica estados quanticos de um sistema
isolado, por exemplo, solucGes da equacao de Schroedinger para a mesma energia. Pequenas
interaccoes ignoradas naquela equacao originam transicoes entre os estados. Num modelo
simples, admitir-se-a que, de um qualquer estado, se pode saltar para qualquer outro com
igual probabilidade. Sendo IV o nimero total de estados do sistema, entao:

1
an:

=g (1 = Fum) 33

Inserindo na equacao-mestra (equacdo 3), obtém-se:

P,(t+1)=

(1= Pa(7) (34)

E imediato verificar que existe uma solucao estaciondria definindo um estado de equilibrio:

- 1
P, ==
N (35)
Esta solucao é um atractor para qualquer distribuicao inicial. Com efeito, fazendo:
P,(7) = P, + P, (1)
deduz-se:
P(r+1) = ! P, — P.(1) = ! tP'(O)—>O
Na definicao de Boltzmann, a entropia do sistema no estado de equilibrio é:
S = In(N)
Na definicao de W. Gibbs, a expressao da entropia é definida mesmo fora de equilibrio:
N
S(1) = =Y Pu(r)In(Py(7)) (36)

n=1
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N
Como P, (1) — P, entao S(1) — — Z(i)ln(l) =InN =S..
o N N

Vai agora mostrar-se que, seja qual for P, (7) na equacao 36, é sempre S(7) < S.. Tal signi-

fica que se o estado inicial do sistema for de nao equilibrio, a entropia de Gibbs evolui para o seu
maximo que é a entropia de Boltzmann. Como a varidvel 7 nao participa na demonstracao, ela
serd omitida.

Seja P,, uma distribuicao arbitraria e defina-se o seu expoente de probabilidade, w,, por:
P,=e™“

Para a distribuicdo uniforme, P,, 0 seu expoente é simplesmente w7, = In(IN),independen-
te do indice n. A condicao de normalizacao a unidade escreve-se:

N N
Ze""" 226“_" =1

n=1 n=1

Daquiresulta a identidade:

% i (e—<wn-°fn> - 1) ~0 (37)

n=1

Considere-se a entropia de Gibbs:

N
S=- Z P,InP, = anef“’"
n=1

Para o equilibrio:

Se == ) wpe ¥ =1In(N)
n=1
Ora:
N 1 N
Se— 8= WOne O —wpe ) = — B — wy)e @nmen)
: Z( )= 7 2 )

A (ltima expressao resulta da uniformidade de @,, = In(N) e da condicao de normalizagao.
Ora, para qualquer z real é x > 1 — e * como consequéncia da concavidade da exponencial.

Considerando z = &w,, — w, na expressao anterior, obtém-se:

N

S, — 8> % i(l _ e*(wrwn))e*(wnf@n) - % Z(e*(wr@n) _ 1) =0

n=1 n=1

como resulta da equagao 37.
Este modelo, embora bastante simplista, contém os conceitos e métodos essenciais da Fisi-
ca Estatistica a qual, por si s, serd considerada em artigos futuros.

Apéndice: Simulacao do movimento aleatdrio.
A simulagao de um processo estocastico, tal como genericamente formulado na equagao 3, é

uma experiéncia realizada em computador onde aquele processo é implementado. Pode ser
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efetuado com uma linguagem de programacao, um programa cientifico de Matematica ouuma
simples folha de cdlculo como aqui sera considerado. Para simular a equacao 1, selecionamse
duas colunas, e.g., A e B, colocando-se a letra t em A1 (titulo para os saltos) e a letra n em B1
(titulo para a posicao). Em A2 e B2 entra-se 0 e O para a condicao inicial. Aceitando que a simu-
lagao é para 100 passos (embora preferivel um nlimero muito maior, mas na pratica limitado
pela capacidade da folha de cdlculo), preenche-se A3 até A102 com 1, 2,..,100. Em B3 introdu-
z-se a formula B2+SE(ALEATORIO < p,1-1). A funcao ALEATORIO gera um niimero aleatdrio
uniformemente distribuido em [0,1]; a funcdo SE compara esse niimero com a probabilidade
p (salto para a direita), selecionando 1 se o nimero for inferior ou igual a p, ou -1 no caso de o
ndmero ser superior a p. 0 nimero selecionado é adicionado a B2. A férmula é copiada e colada
em B4 até B102, ficando assim geradas as sucessivas posicoes da particula. Podem ser repre-
sentados num grafico de pontos seleccionando A2:B102. A média e variancia das posi¢oes sao
obtidas com as funcdes MEDIA e VARIANCIA sendo, respetivamente, colocadas em C1e D1. A
frequéncia com que um dado ponto n é visitado pode ser obtido com a funcao HISTOGRAMA
(se existir na folha de cdlculo) ou por simples contagem como agora se refere. Na célula E50
entra-se O e preenche-se E39 a E60 com -10, -9,...9,10 por ordem crescente. Em F50 entra-
-se a funcdo CONTAR:SE($B$2:$B$102;E50) que conta quantas vezes aparece O nos dados
da coluna B. Copiando a férmula para as células F39 a F60, obtém-se contagem similar para
0s outros inteiros em [-10,10]. Um grafico (de barras) destes resultados é uma aproximacao a
P, (1), tanto melhor quanto maior for o nlimero de saltos. As FIGURA 8 e FIGURA 9 mostram
os resultados de uma tal simulacao.

FIGURA 8. Movimento aleatdrio para 100 saltos

FIGURA 9. Frequéncia dos sitios visitados
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Uma folha de calculo tem dois pontos fracos: a limitacdo no nimero de saltos e o gerador de
ndmeros aleatdrios. Programas cientificos de Matematica apresentam melhores geradores e
permitem fazer simula¢oes para muito maior nimero de saltos, para além de fornecerem fun-
¢oes que automatizam a geragao de histogramas. As FIGURAS 4 e 5 foram obtidas num desses

programas para p=1/2.
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