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O meétodo de
aproximacao poligonal
de Feynman.

Joao Nuno Tavares
U. Porto

Este € 0 segundo de dois artigos sobre a relacao entre as leis de Kepler e a lei de atracdo univer-
sal de Newton. O primeiro, com o titulo A Proposicdo XI dos Principia Mathematica de Newton'
foi publicado na edicao de dezembro de 2024 da Revista de Ciéncia Elementar. Neste segundo
artigo o objetivo € descrever como Feynamn resolve o chamado problema inverso relativo a
forca central, usando apenas argumentos de geometria elementar, detalhados no texto que a
seguir se apresenta.

1. Os problemas direto e inverso.

Para comecar, suponhamos que temos um campo de forcas central (ou radial) F, isto é, em
cada ponto P (o Planeta), F(P), a forca aplicada numa particula teste de massa 1, colocada em
P, tem a direcao da reta que une P a um centro de forcas fixo S (o Sol).

FIGURA 1. Campo de forcas central F, de centro de forcas fixo S. Em cada ponto P, F(P), tem a direcdo da reta que une P ao
centro de forgas S. Na figura o campo € de atragao. O Sol S atrai o planeta P. A forga é dirigida de P para S

Neste contexto, podemos formular dois problemas, que queremos discutir e resolver — o Pro-
blema direto e o Problema inverso, definidos como segue:
Problema direto... Dada uma determinada trajetdria, t — P(t), da particula P, e um cen-
tro de forcas fixo, S, determinar como € que a intensidade da for¢a depende da distancia
|PS| entre Pe S:
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F(P) ;fungéo de|PS| (1)

onde F(P) = ||F(P)||é aintensidade da forca F'(P).
Problema inverso... Conhecido o campo de forcas central F', de centro de forcas fixo .S,
determinar atrajetdria, t — P(t), de um ponto P que se move sob a acao desse campo

de forcas.

Como vimos no primeiro artigo’, em 1687, Newton, na Proposicdo | dos Principia, usou a sua
segunda lei: “forga = massa x aceleracao”, e um método de aproximacao poligonal, para de-
monstrar a lei das dreas de Kepler, valida para qualquer forca central, independentemente da
suaintensidade! Por comodidade recordamos aqui essa proposi¢ao:

Proposicao | dos Principia de Newton...
Seja S um ponto fixo (0 Sol) e P um ponto mdvel (um planeta) sobre o qual, em cada instante, a
dnica forca, F(P), que nele atua é central, isto é, tem a direccdo de P para S. Entdo:

atrajetdria de P é plana.

—
o vetor SP varre dreas iguais em intervalos de tempo iguais (Lei das dreas de Kepler).

Jd na Proposicao Xl dos Principia, que tamhém aqui se recorda:

Proposicao XI dos Principia de Newton...
Suponhamos que P se move numa elipse € e que a aceleracao de P é sempre radial, isto €, tem
sempre a direcgdo de P para S, onde S é um foco da elipse €.

Entdo a intensidade dessa aceleracao, e portanto da forca radial atrativa que atua em P, é
inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre P e S:

F(P) x1/|SP|?

Usando este resultado e novamente argumentos de aproximacao, Newton criou um método
geral para resolver o problema direto, isto €, um método geométrico que permite determinar
a intensidade da forca central responsdvel por um dado movimento orbital, em torno de um
centro de forcas fixo S. Este método genial foi exposto no primeiro artigo publicado na RCE de
dezembro de 2024'.

Os exemplos ilustrativos deste método geral, incluidos na sua grande obra Philosophiae Na-
turalis Principia Mathematica, foram os sequintes:

Orhita Centro de forcas Forca
1 Circunferéncia | Centro de circunferéncia F(P) = constante
2. | Circunferéncia | Um ponto qualquer na circunferéncia F(P)x1/|SP]
3. | Eclipse Centro da elipse F(P) « |SP|
4. | Eclipse Um foco da elipse F(P)x1/ \SP\Z
5. | Espiral Polo da espiral F(P)x1/|SP|?

Onde o simbolo « significa “proporcional a".
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Alinha 4, refere-se obviamente a lei de atracao universal de Newton: “Se a drhita € uma elipse,
e o centro de forcas, S, € um foco dessa elipse, entdo a intensiddae da forca central é proporcional
ao inverso do quadrado da distdnciade P a S: F(P) « 1/|SP|*".

2. A aula esquecida de Feynman. A aproximacao poligonal de Feynman.
Feynmann resolve, na sua Lost lecture3, o problema inverso relativo a forca central

1
|SP|?

F(P) x (2)

Por outras palavras, sabendo que a intensidade do campo de forgas central, é proporcional
ao inverso do quadrado da distancia do planeta ao Sol, ele prova a primeira lei de Kepler (lei das
elipses) - “Esse planeta move-se sobre uma elipse, com o sol S num dos focos” — usando ape-
nas argumentos de geometria elementar!

Como vimos, Newton considera uma aproximacao poligonal da 6rbita, constituida por uma
série de pontos separados por um mesmo intervalo de tempo A¢. Em cada um desses pontos,
a trajetdria do planeta é desviada do movimento rectilineo, por inércia, por uma forca impulsiva
que o “empurra” em direccdo ao Sol (ver a FIGURA 5', que aqui se reproduz de novo: FIGURA 2).

FIGURA 2. Método de aproximacao poligonal de Newton

Por outro lado, Richard Feynman? usa uma aproximagao poligonal diferente: os vértices da
poligonal, em vez de estarem separados por um mesmo intervalo de tempo At, estdo agora
separados por um mesmo angulo ao centro A#. Veja a FIGURA 3, onde se comparam as duas
abordagens, respetivamente, de Newton e Feynman, e ainda a FIGURA 4.

FIGURA 3. Diferencas nas abordagens de Newton e Feynman.

Na FIGURA 4 os dois segmentos tém um mesmao angulo ao centro, mas delimitam areas dife-
rentes e, portanto, correspondem a tempos de percurso diferentes.
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FIGURA 4. Os dois segmentos tém um mesmo angulo ao centro mas delimitam dreas diferentes e portanto correspondem a
tempos diferentes de percurso

Analisemos agora a FIGURA 5. Do lado da 6rbita, mais préximo do Sol, o planeta vai de A para
B. Ai é desviado por Awv e continua de B para C. Do outro lado da érhita, mais afastado do Sol,

o planeta vai de D para E sofre um novo impulso Awv, e seque de E para F'. Os percursos, AB,
DE, e BC, EF, correspondem todos ao mesmo angulo ao centro.

FIGURA 5. De um lado da 6rbita mais proximo do Sol, o planeta vai de A para B. Af é desviado por Av e continua de B para C. Do
outro lado da 6rbita, o planeta vai de D para E sofre um novo impulso Av, e seque de E para F'

Sabemos que o planeta se move mais rapidamente ao longo de BC' do que ao longo de EF'. De
facto, de acordo com a lei das dreas, o planeta move-se mais rapidamente quando estd mais
perto do Sol do que quando esta mais afastado.

Para saber quao mais rapidamente, temos que comparar as areas dos triangulos A(SBC)
e A(SEF), uma vez que os tempos sao proporcionais as areas (lei das dreas de Kepler).

Para isso, vamos ter que usar a férmula (3):

AA o RPAG 3)

onde R = |SP| é adistanciade P a S, e # é medido em radianos.
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A prova é simples™. A FIGURA 6, ilustra o argumento:

FIGURA6. A4 o |SP|*A6 = R2A6
De facto, como se ilustra nessa FIGURA 6:

1 1
E\SA\QAG <AA< 5|SB\2A0

1
Quando Af = 0, vemos (de uma forma intuitiva!) que AA =~ §|SP|2A0 = R*A6, como

se pretendia.

Vamos agora mostrar que a variacao da velocidade é proporcional a variagao do angulo e tem
sempre a direccao radial, determinada pelo vetor de posicao.

1. Pela segunda lei de Newton, sabemos que:

Ao _ AvAg
At A0 At

Foxa=

(4)
2. Por outro lado, pela lei das areas (Kepler): AA oc At. Portanto obtemos:
At x AA < R?A6 atendendo a (3)

isto é:
a0 1
At < R )

3. Recorde que estamos a resolver o problema direto, isto é, conhecemos a forca central,
e queremos saber qual a 6rbita de P. A forca central é a forca da atracao universal de Newton:

T
X
|SP|?

F(P) (6)
_)

. SP L R . o
ondet = -, é um vetor unitdrio com a direc¢do do raio vetor SP.
SP

4. Reunindo toda esta informagao, temos entdo que, respetivamente, por (6), (4) e (5):

F P BvA0 Av 1
R? A0 At AG R?
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o0 que implica que:

ou ainda:
Av x 70 (7)

que era o que se pretendia provar,isto é: a variacao da velocidade é proporcional a variacao do
angulo e tem sempre a direccao radial, determinada pelo vetor de posicao.

Em particular, Avndo depende de R = |SP)|!

Em todo o ponto da drhita, nao importa quao distante ou quao perto de .S esteja, 0 Av, corres-
pondente a um dado angulo At¢, sempreomesmo.

Resumindo: Av nao depende de R = |SPJ, porque, como acabamos de ver, a medida que
0 planeta se afasta do Sol, a forga que sobre ele atua fica cada vez mais fraca (diminui com o
quadrado da distancia), mas o tempo em que atua no planeta aumenta (com o quadrado da dis-
tancia). O resultado € que todos os Av's sao iguais.

Veja novamente as diferencas entre as abordagens de Newton e Feynman:

FIGURA 7. Diferencas nas abordagens de Newton e Feynman

Newton: os intervalos de tempo eram todos iguais e os Av's apontam todos para o Sol,
mas os Av's sao diferentes — os maiores Av's ocorrem quando o planeta esta mais pré-
ximo do Sol.

Feynman: os angulos centrais sao todo os mesmos e portanto os At's sdo diferentes.
Os Av's apontam todos para o Sol e sao todos iguais, em mdédulo, ao longo de toda
a Orhita.

Este é o resultado principal de Feynman, que permite resolver o problema direto relativo a
forca de atracao universal de Newton. Concretamente: permite reconstruir a aproximacao poli-
gonal da drbita, dados:

1. A posicao inicial Py do planeta,

2. A suavelocidade inicial vg, e ainda

3.0 valor constante de Aw.

De facto, como se pode ver na FIGURA 8:
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FIGURA 8. Aproximacao poligonal de Feynman

1. 0 planeta, partindo de Py, seque em linha recta com movimento uniforme com velocidade
vg. Quando o raio vetor varre um angulo ao centro de At (igual a 30°, por exemplo), o planeta
atinge o ponto P;.

2. No ponto P; o planeta sofre uma forca impulsiva que muda a sua velocidade de Av no
sentido radial. A nova velocidade v, € calculada pela regra do paralelogramo vy = vo + Aw.

3. 0 planeta, partindo de P;, seque com movimento rectilineo uniforme com velocidade v;.
Quando o raio vetor varre um angulo ao centro de At (igual a 30°, por exemplo), o planeta atin-
ge o ponto Ps.

4. No ponto P, o planeta sofre uma forca impulsiva que muda a sua velocidade de Av no
sentido radial. A nova velocidade v; € calculada pela regra do paralelogramo vy = v1 + Aw.

e assim sucessivamente.

3. Hoddgrafo de Hamilton.

A reconstrucdo da drhita do planeta P, pode conseguir-se com o recurso engenhoso a uma

ideia criada por Hamilton. O chamado hoddgrafo de Hamilton. Vejamos como.

Na FIGURA 9 temos:

A esquerda, a trajetdria poligonal determinada pelo método de Feynman, descrito na
secgao anterior,
A direita, destacou-se, num diagrama separado, a sucessiva variacao das velocidades. E
a este diagrama de velocidades que se chama o hoddgrafo de Hamilton*, que foi quem
o inventou.

Como se assinala na figura da direita de FIGURA 9, como todos os lados (vermelhos) tém o
mesmo comprimento, igual a Awv, e como todos os angulos externos sdo iguais a At (igual a
30°, por exemplo), 0 hoddgrafo para o movimento de um planeta sob a acdo de um campo de
atracdo Newtoniano, é uma circunferéncia. O seu centro C' em geral ndo coincide com a origem
O do hoddgrafo (FIGURA 9).

Se na figura da esquerda 9, dividirmos a trajetdria em sectores que subentendem angulos
iguais At, e supondo que 360/ At = n inteiro, (por exemplo, se At =30°, como nas figuras an-
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teriores), obtemos uma trajetdria poligonal com n vértices (se At = 30°, obtemos uma poligo-
nal com 360/30 = 12 vértices). Na figura da esquerda 9, estao apenas representados 5 pontos
Po,---, Py

FIGURA 9. O hoddgrafo de Hamilton (a direita)

J4 no Hoddgrafo (figura da direita 9), no limite, quando A0 — 0, o poligono HoH;HsH3 - - -
torna-se uma circunferéncia C de raio K. O centro dessa circunferéncia é o ponto de onde par-
te 7. De facto, a "velocidade” do hoddgrafo, tangente a C, é a aceleracdo a.

Hamilton inventou o hodégrafo como uma nova maneira de pensar uma trajetdria: um ponto

—
H; do hoddgrafo de centro O, representa o vetor velocidade, v; = OH;, num certo instante.

Portanto o hoddgrafo representa a variagao do vetor velocidade com o tempo — o arco de hodé-
grafo entre dois instantes infinitamente préximos é proporcional a aceleracao. Por outras pala-
vras, a “velocidade” do hoddgrafo representa a aceleracao a do corpo.

4. Dado o hoddgrafo e a sua origem O, como determinar a trajetéria?
Dada a trajetdria é facil construir o hoddgrafo correspondente, como esta bem claro na
FIGURA 9. Fixamos arbitrariamente uma origem O e, para cada instante ¢, desenhamos o vetor

v(t), aplicado em O, e que representa a velocidade do planeta nesse instante .
Reciprocamente, dado o hoddgrafo e a sua origem O, como determinar a trajetdria?

0 problema que surge agora, é que, embora saibamos, através do hoddgrafo, a direccao
e grandeza do vetor velocidade, nao sabemos em que ponto do plano, pertencente a drhita, é
que ele é tangente a essa 6rhita? Nao sabemos pois onde o colocar!

Feynman resolve imaginativamente, embora sé parcialmente, o problema rodando o
hoddgrafo de 90° graus, no sentido horario. O hoddgrafo continua um circulo mas agora
todos os raios do hoddgrafo sao perpendiculares as verdadeiras direccoes das velocida-
des. Além disso, o0 angulo ao centro § é o mesmo em ambos os diagramas (o de posi¢oes
e o de velocidades).

Para obter a trajetdria, Feynman desenha-a diretamente sobre o hoddgrafo. A solucao é de
facto parcial, porque o tamanho da trajetdria ndo fica determinado, embora a sua forma seja
acorreta.
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Vejamos como (veja a FIGURA 10).

FIGURA 10. Como reconstruir a forma da trajetoria a partir do hoddgrafo de Hamilton

1.0 hoddgrafo é uma circunferéncia de centro C, como sabemos, e com uma origem arbitrdria
O, nao coincidente com C.

2. Considere-se um ponto H no hoddgrafo.

3.Una-se H a O e considere-se a mediatriz m do segmento OH.

4. Intersecte-se essa mediatriz com a recta CH, que une H ao centro uma circunferéncia,
para obter o ponto P.

5. Quando H varia sobre o hoddgrafo, P descreve uma elipse (ou uma hipérbole) cujos focos
sdo O e C. Além disso, a mediatriz m é tangente a elipse no ponto P.
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