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Ondas eletromagnéticas.

Eduardo Lage
U. Porto

As equacoes fundamentais do Eletromagnetismo admitem solugdes que se propagam nos meios
como ondas do campo eletromagnético. Dielétricos ou condutores definem a relacao de dispersao, are-
lacao entre a frequéncia e o vetor de onda. Esta relacao, obtida através dos modelos simples de Larentz
e Drude, é complexa nos metais e também nos dielétricos para frequéncias proximas de ressonancias,
em ambos 0s Casos levando ao decaimento da amplitude da onda no tempo ou nNo espaco. A carac-
terizacao do campo transportado pela onda faz intervir o conceito de polarizacdo e a velocidade a que
se propaga define o indice de refracao do meio, verificando-se que sao reproduzidas as leis da dptica
geomeétrica, mas indo para além delas como € bem exibido pela reflexao total frustrada, um fendémeno
caracteristico da natureza ondulatdria da radiacao.

Uma onda eletromagnética € uma perturbacao do campo eletromagnético que se propaga
através do meio onde € gerada. Nesse meio, 0s campos elétrico e magnético variam no tempo
e no espaco originando, dessa forma, um transporte de energia e momento'. No caso mais sim-
ples, a dependéncia temporal é sinusoidal, com uma frequéncia angular w, dizendo-se entao
que a onda é monocromadtica. Em meios homogéneos, a caracterizacao mais simples para o
campo faz intervir o conceito de onda? plana, uma condi¢ao periddica no espaco definida pelo
vetor de onda k. A natureza do meio determina a relacao entre w e E designada por relacao
de dispersao. Embora seja comum tratar-se separadamente a propagacao da onda em meios
puramente dielétricos ou puramente condutores, hd vantagem em considera-los em conjunto
ndo so porque qualquer meio material apresenta simultaneamente aqueles limites como o for-
malismo é essencialmente o mesmo. Em qualquer caso, o meio sera considerado isotrdpico e
linear, i.e., admitem-se relacdes lineares entre o deslocamento elétrico, 5 e 0 campo elétrico,
E, bem como entre 0 campo magnético, é e asuaintensidade, ﬁ

Em tais meios, as equacdes de Maxwell escrevem-se?:

v-D=p" (1)
v-B=0 @
. 9B
VAE__E 3)
. oD
VAH =+ (4)

onde p(l) e sao, respetivamente, as densidades de carga e corrente livres satisfazendo a
lei de conservacao:

2pW

A 1 :
5 TV 0 (5)
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Estas cargas e correntes sao importantes em meios condutores onde serd admitida a lei de Ohm:

i) = oF (6)

Aqui, para simplificar, admite-se que o meio é nao magnético:
B = uyH (7)

Com arelacao linear entre De E que se especificard a seguir, todas as equaces anteriores
sao lineares pelo que a solucao geral € a sobreposicao de ondas planas e monocromaticas.

Para qualquer destas ondas, 0s campos variam no espaco e no tempo sob aforma gihTiwt
Nestas condicoes, a relacao referida fica:

—

D=cE (8)

E importante notar que a permitividade elétrica, €, depende, em geral de w e k.0 modelo de
Lorentz, tratado no Apéndice de Polarizagdo elétrica e magnetizagdo, fornece uma expressao
simples, reproduzindo-se, a seguir, o resultado ai obtido para um oscilador harménico (fre-
quéncia natural w e constante de amortecimento y):

ng> 1 €

= — = — =& =1+ 9
Xe () meywi —w? —iyw g &r () Xe () )

onde n é a densidade de tais osciladores. No caso geral, a suscetibilidade apresenta-se como
uma soma sobre os diferentes modos de vibracao de moléculas ou da rede cristalina do dielé-
trico, cada um com a sua frequéncia propria caracteristica. Note-se, porém, que nem todos os
modos contribuem: no exemplo da FIGURA 6A) em Vibracées, se os dois osciladores tiverem
cargas iguais e opostas, apenas o modo anti-simétrico responde a uma onda cujo comprimen-
to seja muito maior que a distancia entre os osciladores. A FIGURA 1 exibe as partes real e ima-
gindria da suscetibilidade representada na equacao (9).

/] \/_\
3 A
> i
h — Re (Xm)
: i = Tm (xm)
//’,Hl \\
] s e a—— )
wo
; Ve

FIGURA 1. Partes real e imagindria da suscetibilidade elétrica.

Notar-se-3a que a parte real da suscetibilidade cresce com a frequéncia até perto da ressonan-
cia em wo onde decresce abrutamente, sendo também af que se concentra a parte imagindria
a qual determina absor¢ao ressonante de energia. Para uma colecgao de tais osciladores (mo-
lécula, sélido), a suscetibilidade apresenta-se como uma sobreposicao de ressonancias para
diferentes frequéncias proprias.
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Note-se que para frequéncias muito maiores que a frequéncia prépria de oscilagao, a susce-

tibilidade decai rapidamente, obtendo-se, da equacao (9):

nq2

L (10)
meYw

er (W)~ 1-—

Em metais e outros condutores, o comportamento da onda eletromagnética é dominado
pela condutividade, o, do material. No Apéndice é apresentado o modelo de Drude que fornece
uma expressao simples para esta grandeza:

o= nq—eT (1)

onde n é a densidade eletrdnica e 7 é o tempo médio entre duas colisbes sucessivas de um

eletrdo (com impurezas ou vibracdes da rede cristalina). A condutividade varia com a fre-

1

quéncia (e, sobretudo, com a temperatura), mas situa-se perto de 10" 'm ™! nos metais.

AFIGURA 2 exibe esta dependéncia para trés metais. Para condutores, a dissipacao da-se, evi-

dentemente, por efeito Joule.

FIGURA 2. Dependéncia da condutividade na frequéncia (escala vertical logaritmica)
Para a onda plana monocromtica, a equacao (1) fica:
k-D=ck-E=—ip®

Ora, a equacao (5) da:

Substituindo na anterior, encontra-se:

(e+ig)1§.]§ 0 — k-E=0 (12)

Deste modo, tamhém é p(l) = (: cargas livres sé poderao surgir na superficie dos materiais.
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Por outro lado, as equacées (2) e (7) dao:

—

k-H=0 (13)

Estes dois importantes resultados mostram que as ondas eletromagnéticas, nos meios aqui
considerados, sdo transversais para os campos elétrico e magnético (FIGURA 3).

FIGURA 3. Transversalidade da onda eletromagnética

A equacao (3) fica:
ENE = ,uowﬁ (14)

e aequacao (4) da:
kNH = (we —io)E (15)

Estes resultados indicam que o triedro (E, ﬁ, E) é direto, obtendo-se, também, a relacao
de dispersao:

2_ iwa) (16)

k% = po (Ew
No caso particular do vazio (o = 0, & = &¢), tem-se:

2
s (7)
EQMO

Esta relacao mostra que, no vazio, todas as ondas se propagam com a mesma velocidade

defase, vy = , caso em que se diz que nao hd dispersao. Esta velocidade foi deduzi-

oMo
da por Maxwell* (1864) que, usando os valores da permitividade e permeabilidade conhecidos
para o ar, obteve um valor muito proximo da velocidade da luz no vazio, c. A identificacao pas-
sou a ser universalmente aceite e a relagao:

80#002 =1 (18)

veio a adquirir um estatuto diferente. Com efeito, dada a importancia da velocidade da luz na
teoria darelatividade, optou-se modernamente por postular o seu valor:

¢ = 299792458m/s (19)
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Tal permite definir a unidade de comprimento (o metro) porque a unidade de tempo (o se-
gundo) é definida com extrema precisdo usando relégios atémicos.

Assim, com o valor também postulado no S.I. g = 47 X 10_7H/m, a equacao (18) pas-
sou a definir a permitividade elétrica do vazio, £¢.

A relacdo de dispersao para o vazio, equacao (17) aplica-se a todo o espectro eletromagnético
exibido na FIGURA 4 onde se caracterizam diferentes regides, em particular a do espectro visivel.

FIGURA 4. 0 espectro eletromagnético

Regressando a equacao (16), que significado tem uma relacao de dispersao complexa? Ela ndo
depende da direcao do vetor de onda, como resulta da isotropia do meio. Considere-se, entao,

ikz=iwt g3 duas si-

que essa direcao € a do eixo z, de modo que 0s campos variam como e
tuacoes ocorrem hahitualmente:

1.2 A frequéncia é imposta por um emissor de radiacao (por exemplo, antena). Assim, com
w real, a equacao (16) da, em geral, um vetor de onda complexo, k = k' + ik” situado no
primeiro quadrante, i.e., k' >0 (e, claro, também a solugao simétrica situada no terceiro qua-
ikz—iwt _ eik’zfiwtefk”z

drante). Se o emissor se situarem z = 0, obtém-se e ,i.e.,aonda

. w . .
propaga-se com a velocidade de fase o mas vai amortecendo a sua amplitude.

22E imposto o vetor de onda, i.e., k real, como acontece, por exemplo, quando a onda oscila
entre dois refletores (por exemplo, espelhos) no espaco entre os quais sé é permitido um nd-
mero inteiro de comprimentos de onda®. Nestas condicdes, a equacao (16) dd a solucao com-
plexa w = w’ — iw” situada no quarto quadrante (ou a sua simétrica, no sequndo quadran-
te). Deste modo, 0s campos variam como ethz—iw't—w"t representando uma propagacao
com decaimento no tempo. Este efeito nao pode serignorado nos condutores e nos dielétricos
quando a frequéncia esta préxima da ressonancia.

Nos dielétricos (isoladores), longe de ressonancias, pode ignorar-se a parte imagindria da

suscetibilidade, obtendo-se assim:

k? = poew? = &, () ll (20)
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o que define a velocidade de fase e o indice de refracao, 7, do material:

w c _c
Uf(w):E:T(w) = er (W) (e1)

A medida que w se aproxima de uma ressonancia, €, (w) cresce com w (ver FIGURA 1),
originando o crescimento do indice de refragao — é a dispersao normal, como acontece com
luz num prisma de vidro (FIGURA 5) ou numa gota de dgua (é esta dispersao que origina o

arco-iris).

FIGURA 5. Dispersao normal d a luz por um prisma

Mas préximo da ressonancia, a parte real de &, (w) decresce rapidamente, determinando
uma diminuicao do indice de refracao com a frequéncia — é a dispersao andmala. Nessa
mesma zona de frequéncias, ndo pode ser ignorada a parte imaginéria de &, (w), originando
absorcao por ressonancia. Note-se que para frequéncias muito maiores que as frequéncias
de ressonancia dos dielétricos, a suscetibilidade é praticamente nula, pelo que e, = 1—o0
material é transparente para raios X ou y. Contudo, nestes regimes, o modelo baseado num
oscilador harmdnico nao mais se aplica, devendo ser substituido por modelos atémicos nos
quais a ahsorcao existe para transicoes entre niveis energéticos de dtomos ou moléculas,
originando riscas espectrais de absorcao, ou destes niveis para a parte continua do espectro
atomico, criando bandas continuas. Tamhém nos sdlidos existem absorcdes por excitacao
eletrénica da banda de valéncia para a banda de conducao ou, nos semicondutores, de esta-
dos atémicos de impurezas para aquelas bandas. Estes importantes tdpicos nao serao aqui
considerados.

Estados de polarizacao da onda.
Alinhando o eixo z com o vetor de onda, os campos elétrico e magnético, em cada ponto do
espaco, situam-se no plano perpendicular, sendo, tamhém, perpendiculares entre si. Assim,
basta considerar o campo elétrico e as suas componentes nos eixos x e y escolhidos arhi-
trariamente nesse plano, sendo ortogonais entre si. Estas componentes obtém-se tomando
ikz—iwt

a parte real de E= Eoe ,onde O EO é a amplitude complexa podendo escrever-se

Eo = (EOmei“, Eoye’ﬂ, 0), com as amplitudes reais E, e E,,. Deste modo, tem-se:

E, = Ey, cos (kz — wt + «)

E, = Ey, cos (kz — wt + )
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Considerando varios casos particulares da diferenca o — (3, definem-se vérios estados de
polarizagao. Assim:

i)Sea — 5 = Oouar — B = m,apolarizacao éretilinea pois que, em ambos 0s casos, o ve-
E, (1) _, Eoy
Ex (t) EOJJ
i)Se Koy = Eoy = Fpea — 3 = j:g, a extremidade do vetor E descreve uma circun-

tor F vibra segundo um segmento de reta ao longo do tempo. Com efeito, &

feréncia e a polarizagao diz-se circular. Com efeito, tem-se Efj (t) + Es (t) = Eg. Esta ro-

us T
tacao pode ser no sentido direto (a —pB= —§> ou no sentido retrégrado (oz —-pB= 5)

para um observador alinhado com o eixo z. No primeiro caso tem-se polarizacao circular es-
querda e no segundo caso polarizacao circular direita.
iii) No caso geral, a extremidade do vetor E descreve uma elipse e a polarizagao diz-se eliptica.
Estes trés casos estao representados na FIGURA 6.

FIGURA 6. Estados de polarizacdo da onda eletromagnética

Designa-se por luz coerente a radiaao onde as fases v e 3 se mantém estritamente constan-
tes. Em contraste, se estas fases flutuarem independente e aleatoriamente, embora se mante-
nham constantes durante largos periodos da onda, diz-se que se trata de luz natural.

Energia e momento.

Uma onda eletromagnética transporta energia e momento que sao expressoes bilineares na
amplitude do campo3, pelo que é necessario considerar as expressoes reais para tais amplitu-
des. Para uma onda monocromatica e plana, é habitual definir a média sobre um ciclo de osci-
lacao, o que muito facilita a obtencao dos resultados. Para simplificar, considere-se uma onda
a propagar-se, num meio dielétrico, segundo o eixo z e linearmente polarizada segundo o eixo
2. Usando as equacdes (14) e (20), facilmente se obtém para a densidade e fluxo de energia:

(u) = %é‘ES (22)

Dada a transversalidade da onda, o fluxo de energia coincide com a direcao de propagacao
da onda, obtendo-se:

1
(S.) = iaoanS (23)
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Genericamente, um raio de luz € um grupo de ondas com a mesma frequéncia e que apre-
senta uma distribuicao continua de fluxos de energia no interior de um cone de pequena aber-
tura. Em meios isotrdpicos, este grupo de ondas também apresenta uma distribuicao continua
de vetores de onda, todos da mesma grandeza, no interior do mesmo cone.

A densidade de momento do campo reduz-se a sua componente na direcao de propagacao,

tendo-se:

(92) = (ﬂ>2 (S.) (24)

C

0 tensor das tensdes eletromagnéticas, 755, tem nulas todas as componentes exceto:
(Taz) = (u) (25)

E interessante reinterpretar estes resultados para o vazio em termos da teoria quantica onde
energia e momento estao associados ao conceito de fotao. Assim, sendo 7 a densidade de

- . . w N
fotdes, cada um com energia hv, onde h é a constante de Plancke v = 2— é afrequénciada
T

radiacao, e momento p, entdo escreve-se:

(u) = nhv

(92) = np
Usando as equacdes (22) e (24), é imediato obter:

_hv_h
p= c A

27
onde A = & € o comprimento de onda. A expressao anterior, relacionando o momento do

fotdo e a frequéncia da radiacao, foi obtida por Einstein (1916).

Reflexao e refragao.

A FIGURA 8 representa dois meios separados por uma superficie plana. O meio acima da su-
perficie (meio 1) € um dielétrico onde se propaga uma onda eletromagnética de frequéncia w e
vetor de onda k(" para a qual o meio apresenta o indice de refracdo 771. 0 meio 2 pode ser outro
dielétrico, com indice de refracao 772, ou um metal com uma condutividade conhecida. O plano
de incidéncia é o plano definido pela normal a superficie (eixo y) e 0 vetor k(9). Este plano corta
a superficie de separacao segundo o eixo .

Os campos elétrico e magnético da onda incidente actuam sobre as cargas do segundo meio,
originando ondas que se propagam nos dois meios, designando-se por onda refletida a parte
que se propaga no meio 1e por transmitida a parte que se propaga no meio 2. Por que so exis-
tem estas duas ondas? Na superficie de separagdo (y = 0) devem ser satisfeitas as relagées
de passagem, relagoes lineares entre componentes do campo de um e outro lado do plano.
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FIGURA 7. Reflexdo e refracao de uma onda eletromagnética.

Essas relacdes reduzem-se a duas equacgoes independentes e a sua satisfacao exige a presen-
ca daquelas duas ondas?. Considere-se, por exemplo, a continuidade da componente tangen-

cial do campo elétrico. Para a onda incidente, esta componente apresenta, no plano, a forma

N )
Eé’)e’kz =W para que aquela relacio seja satisfeita em todos os instantes e em todos os

kD g . : o
pontos do plano o fator = =% deve ser comum as ondas refletida e transmitida. Tem-se,
assim que as trés ondas tém a mesma frequéncia e que os respetivos vetores de onda satis-
fazem a condicao:

O = k) = kO (26)

T

Ora, a onda refletida propaga-se no mesmo meio que a onda incidente, obedecendo, pois, a
—0172 -2
mesma relacao de dispersao, pelo que [k;(l)} = [k(r)} . Este resultado e a equacao anterior

determinam k:g") = —kz(f) o que significa ser o angulo de incidéncia igual ao angulo de reflexao.
Considerando, agora, a onda transmitida, convém separar a discussao atendendo a natureza
do meio 2: um dielétrico ou um condutor.
a) Para um dielétrico transparente, as equacdes (20) e (21) reescreve-se sob a forma:

K =n= (27)

onde 77 é o indice de refragao do meio. Aplicando ao segundo meio e tendo em conta a
equacao (26), tem-se:
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Da FIGURA 8, tira-se k:g(f) = k(i)senﬁl, pelo que:
2 w? . 2 w?
WO = [k0sentn]* = i3 - ent)?] )
Onde se usou a equacao (27) para o meio 1. Dois casos podem agora acontecer:

4 3
19Se 9 > 11, como acontece paraumainterface ar-agua <17 = 3)ou ar-vidro (77 = 2>

onde o ar é 0 meio 1, a equagao anterior mostra que kz?gt) é real, podendo, entdo, escrever-se
w

sob a forma (ver FIGURA 8): k:l(f) =kl coshy = —1)o cos 0o, obtendo-se, assim, a lei de
c

Snell para a refragao:
nosenfly = mMasendq (29)

22 Se 12 < 11 (0s mesmos exemplos, mas trocando posicdes), vé-se que a lei de Snell é

" A . ‘ ™ .
vélida para 7 < 1, sendo este o angulo limite parao qual é §; = — ,i.e.

’

senf; = 2 (30)

m

Que acontece para um angulo de incidéncia superior, §; > 01,? A equacao (28) mostra que
két) é imaginario, devendo escrever-se:

kf(t) _ _E 2 0 )
y v \/771 (sen6h)” — 3

de modo que a onda transmitida decai para o interior do meio 2 (onde é y < 0, na FIGURA 7).
Este caso corresponde a reflexao total da onda incidente. Nao ha dissipacao de energia, como
se mostra no artigo “As relacoes de Fresnel” — a energia incidente encontra-se, sem perdas, na
energia refletida.

Estes dois casos sao exibidos na FIGURA 8 e exemplificado na FIGURA 9.

FIGURA 8. 0 angulo limite
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FIGURA 9. Reflexdo total

A reflexdo total é usada em fibras dpticas para transmitir o sinal a grandes distancias.

Regressando a FIGURA 7, que acontece se o meio for uma lamina de pequena espessura?
A onda transmitida na primeira interface, embora atenuada, atinge a segunda interface e, se
esta for sequida do mesmo meio 1 de entrada, € repetido o procedimento anterior, verifican-
do-se a propagacao da radiacao para fora da sequnda face (FIGURA 10) — é a reflexao total
frustrada.

FIGURA 10. Reflexao total

b) Para um meio condutor, por exemplo, um metal, a relacdo de dispersao é necessaria-

1

mente complexa. A condutividade de um metal é da ordem de 1070 'm e €r ~ 1.0raa

equacao (16) reescreve-se:

1
k? = - (w2 — iwa> (31)
C €0

o . T <
0 termo — & da ordem de 10*® Hz o que determina que o termo imagindrio na relacdo de
€0
dispersao seja muito maior que o termo real para frequéncias no visivel (ver FIGURA 4). Assim,

se 0 meio 2 na FIGURA 7, for um condutor, a onda transmitida é rapidamente atenuada. Acei-

tando que o meio 1é o ar, tem-se:

[%(/:)J;:: [k:(t)} g (k’(i)senﬁl)2 = c% (w2 — iwi) - 0222 (senf)? ~ —iweo7
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wo

E® ~ (11—
Y (1=1) 2e0c?

A‘o‘nda transmitida decai exponencialmente para o interior do meio condutor (y < 0) como
Yy
e ¢ onde ¢ é designado por comprimento de penetracao 6tico:

2 2
5 _ gocC (32)

wo

A FIGURA 11 mostra a dependéncia do comprimento de penetracao com a frequéncia, para
varios metais que, para luz visivel, apresentam d ~nm. Na dgua do mar, um eletrdlito, é
0 ~ 200m para luz visivel.

FIGURA 1. Variacao do comprimento de penetracao com a frequéncia (escalas logaritmicas)

E dentro do espaco limitado pelo comprimento de penetracdo que ocorre o efeito Joule, a razao
do decaimento da amplitude da onda transmitida. A maior parte da energia incidente encon-
tra-se na onda refletida.

O leitor tera, certamente, percebido que todos estes resultados obtidos quer para dielétricos
quer para condutores, apenas fizeram intervir a relacao de dispersao. Como tal, verificam-se
em muitos outros contextos onde ocorrem fendmenos ondulatérios, tal como ondas sonoras,
ondas em fluidos, ondas sismicas, etc..

Ficaram por caracterizar as amplitudes das ondas refletida e transmitida, as quais sdo con-
sideradas em As relacdes de Fresnel.
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Apéndice.
0 modelo de Drude.

Considere-se uma particula (massa m, carga g) que se move sob ac¢ao de um campo elétrico

constante e efetua colisdes com atomos ou ides de um metal, sendo que, apds cada colisao, a

particula perde memdria da sua velocidade inicial. Tal particula tem, pois, um movimento alea-

tdrio, mas com uma deriva ao longo da direcao do campo. Seja 7 o tempo médio entre duas

colisdes sucessivas. A velocidade da particula, ao fim deste tempo, é:

U=—T

Apds a colisdo, a particula perde memdria da sua velocidade, repetindo-se o processo. As-

sim, se n for a densidade destas particulas, a densidade de corrente é:

2
- = ng-T1T =
1 =nqu = 4 E

m

Obtendo-se a condutividade do metal:
nq27'
oc=—
m
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