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As equacoes de Fresnel.

Eduardo Lage
U. Porto

As leis da dtica geométrica sao completamente reproduzidas pelas condicoes cinematicas do eletro-
magnetismo para ondas que incidam sobre uma superficie que divide dois meios distintos. Mas o ele-
tromagnetismo vai mais longe porque fornece expressoes bem definidas para as amplitudes relativas
das ondas refletida e transmitida— sdo a equacoes de Fresnel (1823). Com base nelas, sao estudadas a
refletancia e transmitancia para diversos tipos de interfaces separando meios lineares, isotropicas e nao
magnéticos, introduz-se 0 angulo de Brewster e considera-se a pressao que a radiagao exerce sobre
um bom condutor.

Quando uma onda eletromagnética incide na superficie plana que separa dois meios diferen-
tes, sao originadas uma onda refletida e uma onda transmitida. Para uma onda incidente plana
e monocromadtica, toda a dependéncia dos seus campos no espaco e no tempo é definida pelo
fator:

Ji(Erwt) 1)

onde k € ovetor de onda e w afrequéncia angular. As condi¢des de passagem no plano de se-
paracdo (que se tomard para plano xz, com o eixo y perpendicular), sdo relages lineares entre
componentes do campo e determinam que as trés ondas tém a mesma frequéncia e a mesma

componente do vetor de onda naquele plano’:
‘ t
kD = ) = ;O (2)

Conhecidas as relagdes de dispersao® em cada meio, ficam completamente determinados os
vetores de onda. Em particular, para a onda refletida, propagando-se no mesmo meio da inci-
dente, a equacao (2) impoe:

(r) — _ (8
B =k @)

Isto é, 0 angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao.

Admitir-se-3a doravante que o meio onde se propaga a onda incidente é um dielétrico trans-
parente (identificado por meio 1); quanto ao outro meio (meio 2), tanto pode ser outro dielétrico
transparente como um condutor. Aceitando que nenhum dos meios é magnético, a relacao de

2
o (& H-U) (@)
C w

dispersao’ é genericamente:
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onde &, e o sao, respectivamente, a permitividade relativa e a condutividade do meio, uma e
outra dependentes da frequéncia.
Os dielétricos sao, em geral, isoladores (J = O), 0 que conduz a identificacao do seu indice

de refracao:
n=+ver (5)

Estaidentificagao justifica-se porque, para dois dielétricos em presenca, a equacao (2) origina
alei de Snell (FIGURA1):

misen 0; = masen 6, (6)

Para bons condutores (0%1079_1771_1) e para frequéncias 6ticas

w
(1/ = — ~ 10143_1)0termoi ~ 10%*na equacao (4), pelo que pode ignorar-se a per-
2T weg

mitividade relativa, £,, ~ 1. A onda transmitida é fortemente atenuada.

Neste artigo sao deduzidas as relacoes entre as amplitudes dos campos e discutidas em de-
talhe as suas consequéncias para as duas naturezas limite do sequndo meio. Estas relacoes
sao conhecidas por equacoes de Fresnel. Recorda-se que as ondas sao transversais para meios
lineares isotropicos e que os campos elétrico, E e magneético, I;T satisfazem, genericamente,

em cada meio, as seguintes equacoes:
ENE = ,ugwﬁ (7)

EANH = —weg (er + ia) E (8)
weQ
com EQ/L()CQ = 1(c é avelocidade da luz no vazio).

Na superficie de separacao, as relacdes de passagem, para além das equacoes (2), exigem a
continuidade do campo magnético e da componente tangencial do campo elétrico, mas, como
se vera, s6 hd duas independentes.

Seja qual for o estado de polarizacao da onda incidente, é sempre possivel considerar o seu
campo elétrico como sobreposicao de duas componentes, uma paralela ao plano de incidéncia e
a outra perpendicular. Estes dois casos sao tratados separadamente no que se seque.

Componentes paralelas.

A FIGURA 1 mostra as componentes paralelas do campo elétrico, tambhém se identificando as
componentes (perpendiculares) do campo magnético, dirigidas para cd (circulos negros), pelo
que sdo nulas as suas componentes normais a superficie de separacao (plano xz). Quanto a
continuidade das componentes tangenciais do campo magnético, tem-se, pela equacao (7):

k9 (E; + E,) = kY E, (9)
onde:
KD =2y (10)
C

é a grandeza do vetor de onda comum para as ondas incidente e refletida.
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FIGURA 1. Componentes paralelas do campo elétrico

A continuidade da componente tangencial do campo elétrico da:
(E; — E,)cost; = E;cos b, (1)

E 6bvio que as componentes normais do deslocamento elétrico, [, sao nulas pelo que é nula
a densidade superficial de carga livre.

a) Admitindo que o meio 2 é, também, um dielétrico, entao:
L — 8772 (12)
c

Assim, das equacoes (9) e (11) resultam as razdes:

B, mpcost; —micosby  sen(20;) —sen (20;)
E;  mgcosB; +mcost;  sen(26;) + sen (26;)

T‘H =

(13)
Ey m send; cos 0; 2senb; cos 0;

= = = =
I E; mangcosb; +mnicosf,  sen(26;) + sen (26;)

Aqui, as ultimas expressodes obtiveram-se invocando a lei de Snell. Estes resultados sao co-

nhecidos por equacdes de Fresnel para as componentes paralelas.
Para incidéncia normal, tem-se simplesmente:

N2 — M 2m

= h= N2 +m

(14)
N2 +m

Observando a expressao de T| na equacao (13), conclui-se que esta razao se anula quando

T
ei + et = 5
Tal angulo de incidéncia é designado por angulo de Brewster (1815), 6 g. Usando a lei de Snell,
obtém-se:
tg(95) = (5)
m

Tem-se O ~ 53°paraadguae O ~ 56° para o vidro.
A discussao seguinte distingue os casos 11 < 12e 11 > 1.

4
1. Para m1 < g, por exemplo, interface ar ou vazio (7 = 1) e dgua <77 = 3> ou vidro

3
<77 e 2>,a|ei de Snell mostra que é sempre 6; < 6; pelo que as equacdes (13) sdo reais.
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2. Paran > ns, porexemplo,trocando 0s meios anteriores, existe um angulo (de incidén-
2

cia) limite, 0, para o qual é 6, = > " Invocando a lei de Snell, tem-se sen (01) =
m

(note-se: B, > Og).
i) Para §; < @, as equagbes 13 aplicam-se tal como estdo escritas, verificando-se que, no
angulo limite, é T = le t” = ﬂ.

2
ii) Para @; > 6y, alei de Snell conduz a um angulo d; complexo, o que apenas significa que

nao pode mais ser interpretado geometricamente, apenas havendo necessidade de interpretar
os resultados jd obtidos. Na verdade, convém lembrar que kD cos 0; = két) sendo facil obter

esta grandeza através da lei de dispersao:

( ) = kW cosh, = \/k“ %Lné’ \/772 msend;)? figm \/(sonﬁ,,;)2 — (senfp,)?
c

0 sinal é escolhido de modo a garantir que a onda transmitida atenua dentro do meio 2 (onde
é y < 0) como decorre da equacao (1). Assim:

. 2 2 .
cosf; = —i—1/ (send;)” — (senfr)” = —i (16)
t 2 \/( ) ( L)

A atenuacao da onda transmitida nao se deve a qualquer processo dissipativo, como se mos-
trard a seguir. Usando o resultado anterior nas equacdes (13), conclui-se ser |r|| ‘ =1

As amplitudes relativas para as ondas refletida e transmitida estdo representadas nas
FIGURAS 4 e 6.

b) Considere-se agora o caso de o meio 2 ser um bom condutor onde incide luz visivel de

o
modo que — >> 1. Nestas condicdes, a relacao de dispersao para este meio fica:

weQ
2 k(@)

02 Y (9 S| 17
2 Zweo — }kz(t)‘ <L> < (17)

weQ

Da lei de Snell tira-se:

6, = * ot 6, = F ot a8)

sentvy = k‘(t) ——sen — t k(t) ——Sen

Deste modo, a componente:

? (19)

[E(t)} = —kWecosly ~ kM = — (1 + z) S
y 0

onde o sinal da parte imagindria é escolhido para caracterizar o amortecimento da
onda transmitida no meio 2 (onde é g < 0, ver equacdo 1). Note-se que a amplitu-

de da onda decresce exponencialmente, podendo considerar-se nula para uma distancia

c [2weq N& 2weg

< )\(i), independente do angulo de incidéncia: § é o com-
w o 27 o

primento de penetracao. Este amortecimento €, evidentemente, devido a efeito Joule, sendo da

nossa experiéncia comum sentir um metal quente quando exposto a luz solar. Se 0 meio 2 for
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uma finalamina do condutor (espessura < ), alamina actua como um filtro redutor da luz inci-
dente, um efeito utilizado nas viseiras de astronautas.
Das relacoes de Fresnel, obtém-se agora:

7“”%1

24 o)

h~~m

A onda refletida transporta, praticamente, toda a energia da onda incidente, como a seguir
se mostra.

Fluxos de energia.
O vetor de Poynting:

S=EANH (21)
determina o fluxo de energia através de qualquer superficie. Interessa aqui considerar apenas
o plano (y = 0) que separa os dois meios em presenca e onde sao iguais as fases k& — wt
para as trés ondas. E habitual considerar a média no tempo (sobre um periodo de oscilacao) do
vetor de Poynting, de modo que o fluxo incidente, para qualquer dos meios, no plano, é:

1= () (~8) = —{5,) = —%Re End] pray=0 @2

No meio 1,0 campo € a sobreposicao dos campos das ondas incidente e refletida. Contudo, é
mostrado no Apéndice 1 que, naquele plano, o fluxo I é a soma algébrica dos fluxos incidente

e refletido, i.e.,
I1=1I-1, (23)
com:
1 s T 1 [ 7.(7) L k(Z) o
I; = —=Re { i /\Hi] = — [Ez A (k A z)} = i| cosb; (24)
2 y 2wiig y 2w
1 Lo 1 q - ~ ED L2
Jprﬂqum}:———RﬂmA@WAaﬂ:: B.| cost;  (25)
2 Yy 2w g y  2wpo
onde se usou ‘E(i) = ‘E(T) e 0; = 0,.. Define-se o coeficiente de reflexao, ou refletancia, por:
I 2
Ry=7 = In] (26)

7

com 7| na equagao (13), notando-se que este coeficiente se anula no angulo de Brewster.
Analogamente, para 0 meio 2, tem-se:

e Y Y
=5 1 ’Et‘QRe {k(t) Coset]
WHo
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Define-se o coeficiente de transmissao, ou transmitancia, por:

k® cos 0,

7 S——— 28
k@ cos 6; (@8)

Iy 2
T,=—= |t Re
=7 =l
No Apéndice 2 é demonstrada a conservacao genérica da energia na interface, i.e., a energia
incidente reparte-se pelas ondas refletida e transmitida:

Ry +Tj=1 (9)

A) No caso de o sequndo meio também ser um dielétrico com 72 > 7)1, obtém-se:

(30)

Tj = |ty[* Re [m Coset]

11 cos b0;

Para 171 > 7)2, esta expressao mantém-se valida até ao angulo limite, onde se anula, perma-
necendo nula para maiores angulos de incidéncia para os quais é cos 6, imaginario puro.

Na FIGURA 5 estdo representadas (a vermelho) a refletancia e transmitancia no caso da inter-
face ar/vidro; na FIGURA 7, estas mesmas grandezas sdo representadas para a interface vidro/ar.

B) No caso de o segundo meio ser um bom condutor, usando as equagées (27) e (19), tem-se:

4 2
T ~ 2« 31
71 cos b; o

Paraaprata (O‘ =6,2 X 1O7Q_1m_1) ohtém-se R” ~ 95% paraluz visivel. AFIGURA 2

mostra a refletancia de alguns metais (meio 1é vazio ou ar) em fungao do comprimento de onda,

para incidéncia normal. O subito decréscimo da refletancia na prata para A ~ 300nm deve-se

a existéncia de um gap no espectro eletrénico.

FIGURA 2. Refletancia de alguns metais vs comprimento de onda, incidéncia normal
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Componentes perpendiculares.

AFIGURA 3 representa o plano de incidéncia, indicando-se, para as trés ondas, as componentes
perpendiculares do campo elétrico (pequenos circulos negros) e os respectivos campos mag-
néticos. Da continuidade das componentes tangenciais do campo elétrico, tira-se:

E,+ E, = E, (32)
Quanto ao campo magnético, a continuidade das suas componentes tangenciais e a
equacao (7) dao:

40 (E; — Ey)cosb; = kD E, cos b, (33)

A continuidade das componentes normais do campo magnético da uma identidade quando
seusaaleide Snell.

Das duas equagdes acima, resulta:

_E, k@ cos8; — kM cos 6,
T === .
+ E; k() cosb; + k® cos b,
, (34)
- & B 2k cos 6,
L= E; kO cosh; + k® cos b,

A partir daqui a discussao segue o que se fez para as componentes paralelas, prescindindo-
-se, assim, de repeticoes ou pormenores irrelevantes.

FIGURA 3. Componentes perpendiculares do campo elétrico

A) Se 0 meio 2 é, também, um dielétrico, as equacdes (34) reescrevem-se:

n1cost; —ngocosly  tgly — tgb;
T = =
+ nicosf; +nacosby  tgh, + tgh;

(35)
2n1 cos 0; _ 2tgb,
nycosB; +ngcosby  tgl; + tgb;

t, =

tendo-se usado a lei de Snell para obter as tltimas expressoes. Para incidéncia normal, tem-se:
MmN
m + 12

P
N+ n2

(36)
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Comparando com a equacao (14), a diferenca de sinal nas expressdes de r | deve-se unica-
mente as convencoes usadas nas FIGURAS 1 e 3 para medir positivamente os campos elétricos.

De notar que 7| nunca se anula. Assim, se a radiacao incidente tiver, por exemplo, polari-
zacao eliptica, a radiacdo refletida saird polarizada rectilineamente (perpendicular ao plano de
incidéncia) para um angulo de incidéncia igual ao angulo de Brewster.

1. Semng > ny,ésempre Oy < 0;,peloque —1 <7 <O0.

2. Se m1 > 79, existe o angulo limite parao qual é | = 1.Acimadesteangulo, 7] et |

sdo complexos, com |r| | = 1.
A refletancia:

tgl; — tgh; 2

37
tg&t + tg@i ( )

cresce com o angulo de incidéncia para os dois casos anteriores, atingindo o valor cos? (20p)
no angulo de Brewster e o valor unitdrio acima do angulo limite no caso 71 > 72.
A transmitancia:

k® cos 0,

A 38
k(@ cos 0; 38)

TJ_ = ‘tJ_|2Re

obedece, também, a equacao (29), anulando-se a partir do angulo limite no caso 1 > n2.

FIGURA 4. Amplitudes de reflexdo e transmissao na interface ar/vidro

A FIGURA 4 representa as amplitudes relativas para a interface ar/vidro: reflexdo (tracejado)
e transmissao (cheio), vermelho para as componentes paralelas (p) e azul para as componentes
perpendiculares (s).

Na FIGURA 5 sao representadas a refletancia e transmitancia para a mesma interface, com a

mesma identificacdo das curvas.
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FIGURA 5. Refletancias e transmitancias para interface ar/vidro

A FIGURA 6 exibe as amplitudes para a interface vidro/ar, com a mesma convencao inter-

pretativa.

FIGURA 6. Amplitudes para reflexdo e transmissao na interface vidro/ar

Na FIGURA 7 representam-se as refletancia e transmitancia para a mesma interface.
B) No caso do meio 2 ser um bom condutor, §; obtém-se da equacao (18), sendo |0;| < 1,

pelo que as equacdes (34) ficam:

nycosB; — (14 1) - .
= 2weg ~_1 t = 2771 COS 01 ~0 (39)
mcost + (1 +1) \ /555 nicos b + (1 +1) \/%
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FIGURA 7. Refletancias e transmitancias para a interface vidro/ar

Observe-se que, neste caso, 0 campo elétrico tem praticamente um nodo na interface com o
condutor. A pequena transmitancia é da mesma ordem da que se encontrou para a componente
paralela, equacdo (31) e é nula para o perfeito condutor (0 = 00). A FIGURA 8 exibe a refletan-

cia para algumas coberturas metalicas em espelhos.

FIGURA 8. Refletancias de coberturas metdlicas

Tem interesse calcular o momento do campo transferido para o plano separador. Conside-
re-se 0 meio 1 como ar ou vazio, para simplificar, e 0 meio 2 condutor. Para incidéncia normal,
0 momento transferido em cada sequndo, i.e., a pressao exercida é a componente 722 do tensor
de Maxwell, obtendo-se:
1

= 1 1 1
4,LL()H2 = 780E1-2 |1 +TL|2+Z€0E1-2 |1 - TLR = 550E3 (1 + ‘TL|2)

1 =
<7’22> = <U> = Z&()EQ-Q— 1

Para bons condutores, tem-se, numa excelente aproximacdo:

<7’22> ~ z’fOEiZ (40)
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Este valor é o dobro da pressao para a onda incidente— a pressao é exercida quer por esta
onda que atinge a superficie quer pela onda refletida que empurra a superficie.

Para um angulo de incidéncia, #;, genérico a pressao exercida obtém-se da equacao (40)
multiplicada por cos? 6;.

A refletancia da dqua, na sua fase sdlida, é de enorme importancia em Geofisica e para
o0 aquecimento global (FIGURA 8).

Designa-se por albedo a percentagem de radiacao que uma superficie ou um planetareflete para
0 espaco. A figura mostra claramente a diminuicao de albedo da Terra com o progressivo desapa-
recimento de glaciares e gelos polares, um fendmeno que se reforga a si proprio pois quanto menos
radiacao € refletida tanto mais € retida, originando aumento da temperatura média do planeta.

Refletancia

0,4

0,3

’

Gelo glaciar sujo
O 2 ol -',----oia-~-~~.._...

.
Tl

01

'~-.~

0 1 1 1 1 1 1 1
400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Comprimento de onda (nm)

FIGURA 9. Refletancias da neve e gelo.

Apéndice 1.

0 fluxo de energia como soma de fluxos na interface.

No meio 1,0 campo € a sobreposicdo dos campos das ondas incidente e refletida, de modo que
o vetor de Poynting fica:

- 1 - - 1 - - - - - -
(8) = g ] = (85 22) (A -2)] = )+ (5 )
1 % T % T
+5Re [E NH; + Ef A H}
Os dois ultimos termos representam a interferéncia das duas ondas. Considerando apenas

estes termos e para as componentes paralelas, eliminem-se os campos elétricos usando a

equacao 8,com o = 0, para cada onda. Obtém-se:

— — —

Re[E,T/\Hﬁ- ;*/\FIT} =

SRe [(Er A ﬁ:) A H; + (EZ A ﬁ;) A ﬁr} =
weony
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onde se usou o facto de os campos magnéticos serem perpendiculares ao plano de incidéncia.

Ora, pretende-se o fluxo de energia no plano de separacao, i.e., — <Sy > A expressao anterior

vai contribuir com um termo proporcional a (kT + kz) = ( porque estes vetores de onda
Yy

tém componentes de sinais opostos em relacao a normal ao plano de separacao. Deste modo, 0
fluxo de energia neste plano reduz-se a soma algébrica dos fluxos das ondas incidente e refle-
tida. Para as componentes perpendiculares, eliminam-se os campos magnéticos no termo de

interferéncia, obtendo-se o mesmo resultado.
Apéndice 2.
Conservacao de energia na interface.

A) Para as componentes paralelas, reescreva-se a equacao (22) para cada uma das ondas, soba

forma:

onde €, é o versor da normal ao plano de separagao. A continuidade do campo magnético,
H; + H, = H; permite eliminar o campo H; para se obter:

1 . L L
I;— I, —I; = —5Re [Hi/\é’y- (E —E;T—E;*)}

Ora, 0 campo magnético €, para estas componentes, perpendicular ao plano de incidéncia (i.e.,

alinha segundo z), pelo que H A éy = — H e, para cada uma das ondas acima. Assim:
1 % % % %
I,— I, = I = JRe [H (E —Et) +H, (E —Et> }
x x

Ora as componentes tangenciais (i.e., sequndo ) do campo elétrico sao continuas, pelo que
(FIGURA):

1 , , 1
I;— 1, I, = Re [H (E)I +H, (E)J = JRe[HE} — H,E}] cosb;

kO B
WHo

Mas para a onda incidente tem-se H; = e, do mesmo modo, para a onda refletida.

Assim:
(@)

k
L —I.— 1= mRe [E;E; — E.E|cosf; =0
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B) Para as componentes perpendiculares, o raciocinio é semelhante ao anterior. Tem-se:
1 % T % T % T -
Ii—Ir—It:—iRe E;NH; +E;NH, — E NHy| -¢e,
0 campo magnético, continuo através do plano de separacao, permite escrever:
1 % % 2 % % 2 S
Ii—Ir—It:—gRe Ef —E ) NH;-eé,+ (E. —E ) NH, €| =
_ 1 = % % T — % % T
——iRe eyN\E; —E ) -Hi+e, N E. —E;)-H,
Para estas componentes, 0s campos elétricos tém a direccao 2, de modo que:
1 * * 7 * * r7
I;— I, I, = —5Re [(EZ» — B} (H)gﬁ +(BX—E}) (H)J -

1
= —iRe [ErH; — E; Hy| cos0;

0O pendltimo termo resulta da continuidade das componentes tangenciais do campo elétrico;
(2

para o Ultimo termo, ver FIGURA 3. Ora, para as ondas incidente e refletida, é H = — F,
WHo

obtendo-se, finalmente:

k(@)
* *
L -1 -1 = _QWMORG [EXE; — E.E]cosf; =0
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