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Paradoxos.

(Cldssico e quantico) de Zenao.

Joao Nuno Tavares
U. Porto

Zenao de Eleia (cerca de 490/485 a.C-430 a.C?) foi um filésofo pré-socrético da escola eledtica que
nasceu em Eleia, hoje Véli, Italia. Discipulo de Parmeénides de Eleia, defendeu de modo apaixonado
a filosofia do mestre. O seu método consistia na elaboracao de paradoxos. Deste modo, nao pretendia
refutar as teses que combatia mas sim mastrar os absurdos daquelas teses (e, portanto, sua falsidade).
Acredita-se que Zendo tenha criado cerca de quarenta destes paradoxos, todos contra a multiplicidade,

a divisibilidade e o movimento (que nada mais sao que ilusoes, sequndo a escola eledtica).

Paradoxos classicos de Zenao de Eleia.
Os trés paradoxos de Zendo listados na"Fisica” de Aristdteles (Estagira, 384 a.C.—Atenas, 322a.C.)

5ao0 0s seguintes:

Dicotomia.
"0 que estd em movimento deve chegar a meio do caminho antes de chegar ao destino.”
Descrito por Aristételes, Fisica VI: 9, 239b10.

FIGURA 1. Um objeto para chegar a B, partindo de A, tem que atingir o ponto Cq,com ACy = AB/2
Para chegara Cy, partindo de A, tem que atingir Co,com AC2 = AC1 /2, e assim sucessivamente.

Um objeto em movimento nunca alcancara qualquer ponto dado. Mais concretamente, supo-
nha que o leitor quer ir do ponto A ao ponto B, com d = AB. Antes de chegar ao ponto B,
devera chegar ao ponto C'1, a meio caminho entre A e . Antes de chegar ao ponto C', no
entanto, o leitor deverd chegar ao ponto C'5, @ meio caminho entre A e (1, e assim sucessi-
vamente (FIGURA1).
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Se continuarmos este processo para sempre, terminaremos com uma sequéncia de distan-

cias a percorrer do tipo
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Mas isto é impossivel, como afirma Zenao, ja que ha uma infinidade de etapas a cumprir an-
tes de alcancar o objetivo de chegar a B, o que é impossivel num tempo finito!

Além disso, deste cenario resulta um segundo problema- nao existe uma primeira distancia
a percorrer! De facto, qualquer possivel "primeira” distancia finita, poderia ser subdividida em
duas e, portanto, deixaria de ser a "primeira” distancia a percorrer. Para Zenao, isso significa
que a viagem nem sequer poderia comecar!

A conclusao que Zenao tira é a seqguinte: percorrer uma qualquer distancia finita nao pode
ser completada neminiciada e, porisso, todo o movimento é umailusao! Conclusao que, como
todos sabemos, é absurda. Onde estd entao o erro de Zenao? Discutiremos isto na sec¢ao
seguinte.

Mas, para jd, mais um dos paradoxos de Zenao, talvez o mais familiar— o paradoxo de Aquiles
e a Tartaruga.

Aquiles e a Tartaruga.

"Numa corrida, o corredor mais rdpido nunca pode ultrapassar o mais lento, jd que o persequidor
deve primeiro alcancar o ponto de onde partiu o perseguido, e, por isso, 0 mais lento deve manter
sempre alideranca.”

Descrito por Aristételes, Fisica VI: 9, 239h15.

Imagine uma corrida entre Aquiles, um heréi da guerra de Trdia, e uma Tartaruga. Como a Tar-
taruga é mais lenta, ela parte com uma vantagem inicial, digamos, de 10 metros.

Aparentemente, Aquiles nunca alcancara a Tartaruga! Porqué? Porque sempre que Aquiles
se move a distancia que o separa da Tartaruga, ela ja se moveu e esta, por isso, ainda a fren-
te de Aquiles. O argumento é semelhante ao da Dicotomia. Analisaremos este paradoxo com
mais detalhe na seccao seguinte.

Finalmente um terceiro paradoxo, 0 mais intrigante, na minha opiniao, que serd discutido na
seccao 4.

A Flecha Voadora.

"E impossivel uma flecha estar em movimento durante um periodo de tempo, porque é impossi-
vel que ela se mova em cada instante indivisivel.”

Descrito por Aristdteles, Fisica VI: 9, 239b10.

Imagine uma flecha que se move no espaco. Em qualquer instante de tempo, sem duracao
temporal, a flecha ndo se move para onde esta, nem para onde nao estd. Como sabemos, para

ocorrer o movimento, um objeto deve mudar a sua posicao. Mas em qualquer instante de tem-
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po a flecha nao muda de posicao. Como o tempo € composto inteiramente de instantes, entao o
movimento é impossivel! Note que, ao contrario do paradoxo anterior, que divide o espaco, este
paradoxo divide o tempo. Além disso, este paradoxo nao divide o tempo em segmentos, mas
sim em pontos (instantes, sem duracao).

Os paradoxos de Zenao levantam uma questao fundamental sobre o universo: sera que o
tempo e 0 espaco sao continuos, infinitamente divisiveis, como habitualmente os concebemos,
ou serao discretos, havendo uma unidade minima indivisivel de espaco e, analogamente, para
o0 tempo? Estas sao questdes muito atuais que tém motivado acesa controvérsia nas comuni-
dades cientificas de fisicos, fildsofos da ciéncia e matematicos.

Uma abordagem puramente matematica.

Se aceitarmos a coeréncia e o rigor do chamado calculo infinitesimal, estudado logo nos pri-
meiros anos de qualquer curso superior de matematica, fisica, biologia, economia, etc., e até ja
no ensino secundario, a "resolucao” dos paradoxos é quase imediata.

Os processos infinitos do cdlculo foram sempre um ponto problemdtico durante séculos,
devido a falta de rigor matemadtico que demorou muito a construir. Muitos argumentos do cdl-
culo eram heuristicos, como os usados nos Principia Mathematica de Isaac Newton, no século
XVII, ou nos grandes avangos feitos pelo matematico Euler no século XVIII, para citar apenas
dois dos mais notaveis exemplos. No entanto, no final do século XIX, as obras de Weierstrass
e Cauchy acrescentaram muito rigor ao calculo e estabeleceram uma fundamentacao ldgica
solida sobre os processos infinitos— limites, continuidade, formalizagao do calculo diferencial,
criado por Newton e Leibniz, no século XVII, etc.

Usando esta base tedrica rigorosa, do ponto de vista matematico, podemos "resolver” os

dois paradoxos de Zendo (Dicotomia e Aquiles/Tartaruga) com facilidade. Vejamos como.

Dicotomia.

0 paradoxo da dicotomia, pode ser resolvido com recurso a série geométrica (FIGURA 2).
d d d. . _ — d
2 4 8 - Lon

n=1

FIGURA 2. Segundo o cdlculo infinitesimal, a distancia total do percurso de A a B, € a soma de um ndmero
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num tempo finito, digamos 7'? Mais uma vez — se aceitarmos a solucao referida atrds, basea-

da no calculo infinitesimal, que nos diz que a série:

o d

> o =d

n=1
é convergente (por ser uma série geométrica de razdao 0 < r = 1/2 < 1), entdo percorrer
essa infinidade de distancias seria 0 mesmo que percorrer a distancia d num tempo finito 7'
. Portanto com velocidade (suposta constante) igual a v = d/T'. Cada um das distancias
seria percorrida com velocidade v e o tempo que demora a percorrer a distancia d /2" se-
d/2n
AT
soma destas duragoes finitas teria que ser infinita e que portanto, sé seria possivel percorrer a

ria t, = = T'/2", cada vez mais pequeno e convergindo para zero. Zengo diria que a

infinidade de distancias num tempo infinito (uma eternidade) o que prova a impossibilidade de
o0 o

movimento. Mas segundo o cdlculo infinitesimal Z tn = Z T /2" =T e nao ha con-

.~ n=1 n=1
tradicao.

Aquiles e a Tartaruga.

Suponhamos que Aquiles (A) corre dez vezes mais rdpido do que a Tartaruga (7'), isto &,
Aquiles corre 10 m/s enquanto que a Tartaruga corre apenas 1 m/s. Suponhamos ainda que a
Tartaruga parte com 10m de avanco (FIGURA 3).

FIGURA 3. Aquiles e a Tartaruga

A e T iniciam a corrida no mesmo instante, digamos, ¢ = 0. Ao fim de 1segundo, A alcanga
aposicao de partida de T", situada no ponto (de abcissa) 10 e, durante esse segundo, a Tartaru-
ga, 1", avanca 1 m, atingindo o ponto (de abcissa) 11. Agora A procura alcancar 71", avancando
1m, para atingir o ponto 11, ao fim de um intervalo de tempoigual a 0,1 s. Mas entretanto, nesse
mesmo intervalo de tempo, a Tartaruga, 7', avanca 0.1m, atingindo o ponto 11,1.

0 processo repete-se e Aquiles A nunca atingird a Tartaruga 7'! Mas, mais uma vez acre-
ditando que A e T conseguem realizar um ndmero infinito de tarefas do tipo descrito, em

tempo finito, A atinge 1", exatamente no ponto de abcissa:

Percurso de Aquiles Série geométricade razao r = 1/10
1 1 _ 1 1
0+1+5+105+ - = 10+1+5G5+150+
—~— - 1-1/10
Percurso da Tartaruga = 10+ % =11.111111...

Mas isto é contra-intuitivo: como realizar um ndmero infinito de tarefas em tempo finito?

Para Zendo isto nao é possivel, como ja vimos. Mas, se aceitarmos a consisténcia ldgico-mate-
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madtica do cdlculo infinitesimal, isto s6 é possivel se o tempo de duracao das sucessivas tarefas
convergir para zero. E com que "reldgio” meco essa duracao "infinitesimal”? Qualquer "relégio”
fisico tem uma precisao finita, embora possa ser extremanente pequena. A escala de Planck,

essa precisdo serd igual ao chamado Tempo de Planck = 7p = 5,39121 x 10~*, o que
significaria que teria que haver uma infinidade de tarefas com duracdes inferiores a 7P. Mas

ninguém tem ddvida— na realidade Aquiles atinge a Tartaruga!

0 paradoxo da Flecha.

Imagine uma flecha voando. Em cada instante no tempo, ela estara localizada numa posicao
especifica. Se o instante for de duracdo 0, entdo a flecha ndo tem tempo para se mover (mu-
dar de posicao) e fica em repouso durante esse instante. Nos instantes subsequentes, deve
continuar imdvel pela mesma razao. Uma vez que o tempo total que demora o voo, consiste
apenas de um conjunto discreto de instantes (de duracdo 0), em cada um dos quais a flecha
estd em repouso, Zenao conclui que a flecha estd sempre em repouso e nao pode estar em
movimento. Essa conclusao continua valida quando o "instante” tem a duracao finita do menor
"atomo” de tempo (tempo de Planck 7p = 5, 39121 x 10~ **s, segundo a mecanica quan-
tica). Suponha que a flecha realmente se move durante um tal instante. Estaria entao em posi-
coes diferentes noinicio e no fim desse instante, o que implica que o "instante” tem um "inicio”
e um "fim”, 0 que por sua vez implica que contém pelo menos duas partes e, portanto, ndo é o
"dtomo” do tempo, o que conduz a uma contradigao.

A solucao comum deste paradoxo é a sequinte. E falacioso concluir que do facto de que a
flecha nao percorre nenhuma distancia, em cada instante de tempo (de duracdo 0, ou até finita,
como vimos) se possa deduzir que ela estd em repouso. De acordo com a visao da chamada
"teoria at-at do movimento”, o0 movimento nao tem nada a ver com o que acontece em cada
instante; tem a ver com a mudanca de posicao em dois instantes consecutivos. Por outras pa-
lavras, 0 movimento é uma caracteristica do estar em (at) locais diferentes em (at) instantes
diferentes. Dai a designacao de teoria at-at.

Se um objeto tem a mesma localizagao nos instantes contiguos, entao dizemos que esta em
repouso; caso contrario, esta em movimento. Portanto, como a flecha em voo tem diferentes
posicdes em diferentes instantes, esta em movimento.

No entanto, ainda nao sabemos como se faz a transicao de uma posicao para outra. Essa
transicao sera continua, como se supde na mecanica cldssica Newtoniana, que assume que o
tempo é um continuo de instantes (de duracdo 0), ou serd descontinua?

Em mecanica cldssica (Newtoniana), o tempo e 0 movimento sao convencionalmente en-
tendidos como continuos, e a velocidade instantanea é definida como a taxa instantanea de

variagao da posigao.

L x(t+h)—xz(t)
vit) = h—lb{%;éo h

Por isso, velocidade instantanea é uma quantidade derivada, pois depende das posicdes do
objeto em instantes diferentes de ¢, passados e futuros, jd que h pode ser positivo ou nega-
tivo. O estado de uma particula, num instante ¢, é definido pela sua posicao e velocidade ins-
tantaneas no instante ¢ — (z (¢) , v (¢)) é tratada (usualmente) como a varidvel dinamica
(vetorial) da particula e a sua velocidade como quantidade derivada, ja que, como dissemos,
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depende das posi¢oes em instantes diferentes. Finalmente a dinamica do movimento € deter-
minada pela célebre 2.2 Lei de Newton:

dv

F=m—

dt
0 que conduz a uma equacao diferencial ordindria de 2.2 ordem, com condi¢des iniciais
(x(to),V (to)), cuja resolucdo determina o movimento (passado e futuro). A apresentacao
usual da mecanica classica é, portanto, naturalmente compreendida no modo at-at.

Arntzenius num artigo intitulado "Are there really instantaneous velocities?”, faz um resumo
do estado do debate, a data, sobre a existéncia de velocidades instantaneas.

0 movimento é um dos assuntos que sistematicamente suscita controvérsia e é objeto de
profunda investigacao por parte de filésofos, fisicos e matematicos. E um facto experimental
que os ohjetos podem mover-se, e objetos macroscépicos parecem mover-se continuamente.
No entanto, como os objetos se movem na realidade ainda é um grande enigma. Nao podemos
simplesmente considerar a aparéncia do movimento continuo como a imagem real do movi-
mento. Além disso, o debate sobre a interpretacao da mecanica quantica, que é considerada
a teoria mais fundamental da natureza, torna o enigma do movimento ainda mais complexo,

como vamos descrever ja de seguida.

0 paradoxo quantico de Zenao.

0 paradoxo quantico de Zenao é um conceito fascinante da mecanica quantica que trata do
comportamento contra-intuitivo dos sistemas quanticos sob observacao continua. Em meca-
nica quantica, se observarmos um sistema continuamente para ver quando se move para um
novo estado, ele simplesmente nao se moverd para esse estado! Fica como a seta de Zenao!
Por outras palavras, ao que parece, medicoes frequentes impedem o sistema de evoluir.

De acordo com a interpretacao mais usual da mecanica quantica (da chamada Escola de Co-
penhaga, desenvolvida essencialmente por Niels Bohr e Werner Heisenberg), quando um sis-
tema quantico é medido repetidamente, o seu estado estd a ser continuamente colapsado de
volta ao estado original. Aparentemente, pelo menos, conseguimos "congelar” o sistema nesse
estado, e dai a percepcao de que ele nao evolui. Na realidade, o sistema pode evoluir, mas as
medicOes projetam-no de volta ao estado medido a cada instante, tornando-o aparentemente
estatico.

A resolucao desse paradoxo reside na compreensao do processo de medicao em mecanica
quantica. Cada medicao envolve uma interacao entre o sistema a ser medido e o aparato de
medicao. Essa interacao pode fazer com que o sistema colapse num estado definido, como
descrito pelo famoso "colapso da funcdo de onda” (segundo a Escola de Copenhaga, como ja
dissemos). Para sermos mais concretos, consideremos um dtomo com dois estados— o esta-
do fundamental (thin ground state), ]0) e um estado excitado |1> 0 seu estado, 1), serd uma
sobreposicao quantica do tipo:

W) =al0)+B[1), a,BeC: o+ =1
A interpretacdo fisica da sobreposicdo |¢)) = « |0) + /3 |1) é a seguinte — o estado [¢))

coexiste simultaneamente em dois estados: |0) e |1), bem como em qualquer sobreposicao
destes. 0 estado [¢)) = «|0) + /3 |1), "armazena” uma grande quantidade de informacao
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nos seus coeficientes av e 3. No entanto, esta informacao "vive” no nivel quantico. Para extrair
"informacdo classica” da informacdo quantica, temos que medir |t)).

A mecanica quantica (sequndo a Escola de Copenhaga, como ja dissemos), diz-nos que o
processo de medicao escolhe entre alternativas, que deixam de fazer parte da descri¢ao apds
essa escolha. Essa escolha produz um"colapso” ndo deterministico de |1/) no estado |0) ou no
estado |1). Grosso modo, podemos dizer que, por medigdo de [)), se obtém |0), com probabi-
lidade || ou |1), com probabilidade ER

Regressemos ao nosso dtomo com dois estados. A absorgao de um fotao de energia apro-
priada faz com que o 4&tomo salte de |0) para |1) (FIGURA 4).

FIGURA 4. Um dtomo com dois niveis de energia, digamos |0) (estado fundamental), e | 1) (estado excitado),
éirradiado com fotdes cuja energia corresponde a diferenca entre esses dois niveis. O fotao € absorvido,
e 0 4tomo, que comega no nivel |0), salta para o nivel |1). Neste nivel, emite um fotdo e regressa ao nivel |0)

Quando o sistema é submetido a medicdes repetidas, a probabilidade de encontra-lo num es-
tado especifico aumenta. E ai que o paradoxo surge.

E possivel mostrar que a probabilidade de encontrar o 4tomo no nivel de energia |0), que é
onde ele comega no tempo ¢t = 0, é dada por:

Py (t) = cos? (Qt/2)
enquanto que a probabilidade de o encontrar no nivel de energia | 1) é dada por:
Py (t) = sin® (Qt/2)

ambas representadas na FIGURA 5. ) é a chamada frequéncia de Rabi, e depende da forca da
interagao entre o fotao e o 4tomo. Para cada ¢, tem-se Py (¢) + P () = 1, comteria que ser.

FIGURA 5. A probabilidade do dtomo estar no nivel |0), em funcao do tempo, é representada pela linha azul;
enquanto que probabilidade do dtomo estar no nivel | 1), em funcao do tempo, € representada pela linha vermelha
As curvas oscilam com a chamada frequéncia de Rabi, aqui tomado como 7 por segundo.

Iniciamos o dtomo no estado fundamental |0> e, depois de certo intervalo de tempo, determina-
mos o estado do 4tomo. A probabilidade Py (¢) de que o atomo permaneca no estado |0) é qua-
se 1, se observarmos o dtomo logo apds ¢ = 0. Depois Py () decresce até chegar a 0 no tempo
t=T =m7/Q =1s,setomarmos ) = 7/ s (FIGURA5, curva azul). Enquanto isso acontece,

a probabilidade P; (t) de o dtomo estar no nivel |1) cresceu até 1(FIGURAS, curva vermelha).
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Suponhamos que medimos o estado de energia do atomo no instante t = 7'/2 = 0.5s.A
probabilidade de o encontrar no nivel |0) é

Py (T) = cos? (QT'/4) = cos® (1/4) =05

Suponhamos que descobrimos que ele permaneceu no nivel |0); medimo-lo novamente
apds o mesmo intervalo de tempo. A probabilidade de que ainda esteja no estado |0) apés
essas duas medigdes, notada por P (2), é a probabilidade de que esteja no estado |0) apds a
primeira medicao, vezes a mesma probabilidade novamente, isto é

P (2) = (cos® (7/4))? = cos* (r/4) = 025

Suponhamos agora que fazemos quatro dessas medicoes, cada uma no intervalo menor
T/4. Entdo, a probabilidade do atomo permanecer ainda no estado fundamental, |O> éigual a:

P(4) = (cos2 (QT/S))2 = cos® (7/8) = 0,53

Desta forma, medimos com cada vez mais frequéncia o sistema e a probabilidade de o en-
contrar ainda no estado fundamental, |0). Se o fizermos em intervalos de tempo cada vez mais
curtos 7'/n, onde n > 4, encontramos que:

P (n) = cos®™ (7/2n)

Esta probabhilidade esta representada na FIGURA 6. Vemos que quando o numero 7 de me-
dicdes aumenta, com o tempo entre elas cada vez mais curto, a probabilidade do atomo per-
manecer no estado fundamental converge para 1.

FIGURA 6. A probabilidade de um dtomo estar no seu estado fundamental, |0y, apds otempo T = =/ =15,
quando medido em cada intervalo de tempo T'/n.

Ou seja, 0 atomo nunca vai para o estado excitado |1) e portanto ndo se move — fica congelado
no estado fundamental |0). Este é o efeito quantico de Zendo.

E importante realcar que o paradoxo quantico de Zenao nao é uma violacao das leis da me-
canica quantica, mas sim um reflexo do préprio processo de medicao quantica. Na verdade,
esse paradoxo desafia a nossa intuicao classica e revela que o mundo quantico é intrinseca-
mente diferente do mundo macroscdpico que experimentamos no dia a dia. O paradoxo surge
quando perguntamos o que acontece a um sistema quantico se fizermos medicoes frequentes
para verificar a sua posicao ou qualquer outro atributo. Se medirmos o estado do sistema em
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intervalos muito curtos, a sobreposicao de estados nao tera tempo suficiente para evoluirde
uma forma para outra — o sistema parece "congelar’ no seu estado atual e nunca evolui para
um estado diferente.

Esse paradoxo tem implicacdes prdticas na computagao quantica e no controle quantico,
onde a medicao continua pode ser utilizada para estabhilizar sistemas quanticos e proteger in-

formacoes quanticas frageis.

BIBLIOGRAFIA

"HAMZA, E, Paradoxes. Guiding Forces in Mathematical Exploration, Curious Math Publications, ISBN-10: 1735715611, 2020.
2ARNTZENIUS, F, Are There Really Instantaneous Velocities?, The Monist, vol. 83, no. 2, pp. 187-208. 2000

*MULLIN, W J, Quantum Weirdness, Oxford University Press, ISBN-10: 0198854366. 2020.

4GREENSTEIN, G. & ZAJONC, A. G, The Quantum Challenge: Modern Research on the Foundations of Quantum Mechanics, Jones and
Barlett Publishers. 1997

SWAYNE, M et al,
5SMITH, S. R, Are instantaneous velocities real and really instantaneous? an argument for the affirmative, Studies in History and Philo-
sophy of Modern Physics, 34, 261280. 2003

"ROHRLICH, Y. A. D, Quantum Paradoxes Quantum Theory for the Perplexed, WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, ISBN-10: 3-527-
40391-4.2005

t, Physical Review A, Volume 41, Number 5.1990

Juantum Zeno effec

Revista de Ciéncia Elementar | doi: 10.24927/rce2023 035 | setembro de 2023 9


https://www.jstor.org/stable/27903678
https://journals.aps.org/pra/abstract/10.1103/PhysRevA.41.2295
https://content.e-bookshelf.de/media/reading/L-603377-61d490f6e8.pdf
http://doi.org/10.24927/rce2023.035

